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Comprension del concepto de variable como incégnita
en el marco de la Ensefianza para la comprension
en estudiantes del grado quinto de basica primaria

Helmer Danilo Diosa Bedoya
Universidad de Antioquia

La investigacion se enfoca en los procesos de comprension del concepto de variable como
incognita, en el marco referencial de la Ensenanza para la Comprension, a partir del contexto en
el que se desenvuelven estudiantes de quinto grado, el modelo flexible de la Escuela Nueva y la
unidad curricular que contiene actividades progresivamente secuenciadas encaminadas a
fortalecer algunos conceptos fundamentales para la comprension del concepto objeto de estudio,
como lo son el nimero oculto, la incdgnita, la variable y la variacion.

A partir del estudio de caso, los elementos y las cualidades de la comprension en las que
se encuentran las dimensiones contenidas en el marco de referencia: contenidos, métodos,
propositos y la de formas de comunicacion; la clasificacion dentro de sus niveles del mismo
marco: novato, ingenuo, aprendiz y maestria y de los descriptores finales contenidos en la
rubrica de desempefio se hizo posible cumplir con el objetivo de la investigacion: Describir
como los estudiantes del grado quinto de Bésica Primaria comprenden el concepto de variable
como incognita en el marco de la EpC, determinando el nivel en el que se encontraban en cada
una de las dimensiones al iniciar el proceso de investigacion con respecto al objeto de estudio.

Varios autores han abordado el concepto de variable, entre ellos Trigueros, Reyes, Ursini
(1996) quienes presentan tres significados de la variable: nimero general, nimero funcional e
incognita. De estos solo se abordo el ultimo ya que, al realizar el rastreo por los referentes
nacionales de calidad del Ministerio Nacional de Colombia en concordancia con el plan de area
del Centro Educativo Rural Casa Grande del municipio de Concordia Antioquia Colombia, es
el que se enfatiza para el ciclo de primaria.
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La modelizacion y la introduccion al razonamiento algebraico
en el tercer ciclo de primaria

Izchel Guadalupe Gonzalez Galaviz
Angelina Alvarado Monroy

Universidad Juarez del Estado de Durango
Facultad de Ciencias Exactas
Maestria en Matematica Educativa

La introduccion temprana del Razonamiento Algebraico (RA) en la escuela primaria es una
propuesta novedosa para la integracion, interpretacion y aplicacion de los temas existentes
en el curriculo al hacer explicito su caracter algebraico. Al respecto, Carraher y Schliemann
(2007) mencionan que esto es posible gracias a que el algebra reside de manera implicita en
topicos como: razon, proporcion, nimero racional, medicion y en los diversos sistemas de
representacion como graficas, tablas, notacion y exploracion de estructuras.

Cuando se habla de introducir el RA de manera temprana en la educacion primaria,
no es que se pretenda dar un curso de algebra a los nifios de este nivel educativo, més bien,
la finalidad que se persigue es la de capacitar a los estudiantes mediante el fomento de un
mayor grado de generalidad en su pensamiento y una mayor capacidad de comunicar dicha
generalidad (Lins y Kaput, 2004).

En armonia con lo anterior, Carraher et al. (2007) afirman que la introduccién
temprana del RA genera oportunidades para impulsar el comienzo de representaciones
intuitivas, de tal forma que, poco a poco los estudiantes empiecen a adoptar representaciones
convencionales que funjan como herramientas para representar y entender las relaciones
matematicas en algebra. Asi mismo, para Kaput y Blanton (2001), el propdsito de iniciar con
el RA en la educacion primaria supone que los estudiantes ahonden en el entendimiento de
las matematicas de manera que logren desarrollar habilidades de expresion y justificacion
sistematica de generalizaciones matematicas. La propuesta que apoya estas posturas se
conoce como Early Algebra o Algebra Temprana (AT).

La propuesta de AT es diferente de lo que se denomina Pre-Algebra, pues como
mencionan Carraher y Schliemann (2007), sus finalidades son diferentes ya que, a pesar de
que ambas se relacionan con la ensefianza y aprendizaje de las matematicas antes de la
enseflanza formal del algebra, como menciona Molina (2009), la Pre-Algebra solo persigue
suavizar la abrupta transicion de la aritmética al algebra, es decir, se considera como un
puente que los estudiantes cruzan después de haber estudiado aritmética y antes de estudiar
algebra (Carraher & Schliemann, 2018) y de este modo, mitigar las dificultades que
tipicamente encuentran los alumnos en el aprendizaje del adlgebra. El objetivo de la AT, segiin
Blanton y Kaput (2005), no es solo facilitar el posterior estudio del algebra, sino promover
en los alumnos un aprendizaje, con comprension, mas profundo y complejo de las
matematicas escolares. Los diferentes modos de pensamiento involucrados en la actividad
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algebraica son considerados habitos mentales importantes que todos los alumnos deben
adquirir y pueden emerger con naturalidad para enriquecer la actividad matematica escolar.
El AT plantea que, las experiencias para construir y expresar generalizaciones matematicas,
sean un proceso uniforme que empiece desde edades muy tempranas. Ademas, anima a los
docentes a fomentar la observacion y la descripcion de patrones, relaciones y propiedades
matematicas y a propiciar un ambiente escolar en el que se valore que los estudiantes
exploren, modelicen, hagan predicciones, discutan, argumenten y comprueben ideas.

En este sentido, la presente propuesta se basa en documentar el disefio de dos
Actividades Detonadoras de Modelos (ADM’s) (Lesh y sus colegas, 2000) y su proceso
iterativo de evolucidn, para lograr promover el desarrollo temprano del RA centrado en las
ideas de Variacion y Proporcionalidad a fin de que puedan ser adoptadas en diferentes
contextos con estudiantes de tercer ciclo de educacion primaria.

Con respecto a las ADM s, éstas permiten que sean los estudiantes quienes participen
en la construccion de modelos y desarrollen, de manera simultdnea, sus ideas matematicas y
su competencia como solucionadores de problema a través de contextos auténticos y
estimulantes que permitan una interpretacion significativa y la construccion de diversos
modelos generalizables y reutilizables (Lesh y Doerr, 2003)

La Investigacion Basada en el Disefio (IBD) (Swan, 2014) fue la metodologia
seleccionada para el logro de los objetivos del presente trabajo, cuyo enfoque formativo es
planear, disefiar, desarrollar y refinar un producto o herramienta didéctica a través de ciclos
de promulgacion, observacion, analisis y redisefio. Siguiendo las fases de la IBD propuestas
por Cobb y Gravemeijer (2008) durante la primera fase, la de preparacion para el experimento
y analisis prospectivo, se construyeron y disefiaron las primeras versiones de las dos ADM's
siguiendo los principios de disefio propuestos por Lesh y sus colegas (2000). Los contextos
seleccionados y utilizados para cada una de las actividades son cercanos y de interés para los
estudiantes al centrar y motivar la resolucion de las situaciones presentadas desde episodios
cortos (15 minutos) de una seria infantil con ideas matematicas. La primer ADM tiene como
finalidad provocar el surgimiento de la idea fundamental de variacion lineal vinculada “al
procedimiento o codigo para cifrar o proteger el escuadron” que se solicita a los modeladores
y estd basada en otros disefios de ADM’s para educacion secundaria (Alvarado-Monroy,
Olvera-Martinez y Alvarado-Quinionez, 2017; Alvarado-Monroy y Olvera-Martinez, 2020).
La segunda ADM, pretende trabajar la idea de proporcionalidad, al tener como tarea, el
encontrar la medida del zapato de un nifio cuando tenia siete afios edad para la busqueda de
un mapa que enterr6 a esa edad y que localiza a partir de 45 pasos contados desde una pared,
para esto, solamente se saben algunos datos que estdn registrados en una receta médica de
cuando tenia siete afios (peso, altura), ésta se modificd de la ADM “Big Foot” propuesta en
Lesh y Doerr (2003). La segunda fase, la de experimentacion, se llevo a cabo a través de dos
ciclos iterativos, en los cuales, se concibi6 el disefio, se probd con un grupo de profesores y
en una escuela primaria con dos grupos, de 5to y 6to grado y se reviso para finalmente hacer
las modificaciones pertinentes. Durante este proceso se reflexiond sobre el disefio para la
evaluacion de su impacto en el cumplimiento de metas y objetivos en el contexto educativo
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para el que fue creado y por ultimo, durante la tercera fase, Anélisis retrospectivo, se
analizaron los tipos de ajustes que se requirieron realizar al disefio inicial de las ADM’s
propuestas, con la finalidad de que éstas puedan ser una propuesta viable que permita su
replicabilidad en otros contextos.

Con respecto a esta ultima fase, para el analisis de los resultados a lo largo de los dos
ciclos iterativos y para la evaluacion del disefio, se han estudiado algunas de las condiciones
y restricciones para que éste sea adoptado y sobreviva a largo plazo (Cobb, Stephan, McClain
y Gravemeijer, 2001). En este sentido, resulté necesario considerar: la fiabilidad del disefo;
su capacidad de replicabilidad; la capacidad de generalizacion; y, la potencial utilidad del
disefio.
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Modelacion matematica de un fenomeno natural:
el papel de 1a medicion y el razonamiento covariacional

Fatima Reyna Sandoval Jiménez
Gustavo Martinez Sierra

Universidad Autonoma de Guerrero
Facultad de Matematicas
Doctorado en Ciencias con Especialidad en Matematica Educativa

En esta investigacion estudiamos el proceso de modelacion de un fendmeno natural por
estudiantes universitarios, asi como el papel de la medicion y el razonamiento covariacional
durante el proceso. Para analizar el proceso de modelado nos basamos en el ciclo de modelacion
de la perspectiva realista, y para el razonamiento covariacional en un marco que contiene seis
niveles de razonamiento. Para provocar el modelado por parte de los estudiantes se disefid una
tarea de modelacion en la que tienen que analizar el comportamiento del fenémeno de
enfriamiento, a partir de mediciones que tienen que realizar ellos mismos de las variables en
juego; tiempo y temperatura. Los resultados encontrados revelan que la secuencia de pasos de
modelacion no es lineal; que la medicidon permite intuir el comportamiento del enfriamiento sin
tener ain un modelo, ademas de que favorece el transito entre el mundo real y matematico; y
que el analisis del razonamiento covariacional permite comprender mejor los pasos de
modelacion en que esta involucrada la relacion, matematizacion y trabajo matematico de las
variables.

Palabras Clave: Modelacion matematica, Razonamiento covariacional, Medicién, Fenomeno
Natural.

Introduccion

Promover competencias de modelacion matematica es un objetivo central de la educacion
matematica, ya que se trata de competencias para resolver problemas del mundo real
mediante el uso de las matematicas (Kaiser, 2017), de hecho, los modelos matematicos son
considerados un puente para la educacion de la ciencia, tecnologia e ingenieria (Carreira &
Baioa, 2018; Czocher, 2017; Kertil & Gurel, 2016). Asi, la ensefianza de la modelacion
matematica permite dar sentido a la utilidad de las matematicas (Hernandez-Martinez & Vos,
2018; Pollak, 2007), y verlas como una forma de pensar acerca de la vida (Brown & Stillman,
2017). Ademas, las tareas de modelado permiten la mejora de la ensefianza y el aprendizaje
de las matematicas (Chang, Krawitz, Schukajlow, & Lin, 2020; Czocher, 2017; Kaiser &
Schwarz, 2006; Maass & Engeln, 2018; Trigueros, 2014) y pueden ser llevadas a cabo por
estudiantes promedio en escuelas ordinarias (Kaiser & Schwarz, 2006) y por estudiantes que
no tienen un conocimiento matematico elevado (Chang, Krawitz, Schukajlow & Lin, 2020),
logrando que expresen representaciones propias para explicar un fendmeno (Hitt & Quiroz,
2017).
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Un factor que ha potenciado los resultados de la modelacion es la experimentacion,
ya que permite simular procesos tecnologicos, técnicos y cientificos (Carreira & Baioa, 2018)
y dotar de nuevo significado a las nociones matematicas en juego (Rodriguez & Quiroz,
2016). Dentro de la experimentacion un aspecto de nuestro interés y del cual no hemos
encontrado estudios en modelacion matematica, es el papel de la medicidn; particularmente
estamos interesados en el papel de la medicion en el estudio de fendmenos naturales, ya que
muchas de las leyes naturales de diversas disciplinas cientificas a lo largo de historia fueron
postuladas y comprobadas gracias a la medicion (Jin et al., 2019).

Por otro lado, el comportamiento de diversos fendémenos naturales puede describirse
a través de una funcidon matematica, por lo que creemos que un buen modelo para describir
el comportamiento de un fendémeno natural puede ser una funcion. Asi, consideramos
favorable el analizar la modelacion de un fendmeno natural desde la mirada del razonamiento
covariacional, ya que las funciones son un tema bastante estudiado dentro del razonamiento
covariacional, como lo son las funciones cuadraticas (Villa-Ochoa, 2012), trigonométricas
(Moore, 2014), logaritmo-exponenciales (Ferrari-Escola, Martinez-Sierra & Méndez-
Guevara, 2016), paramétricas (Paoletti & Moore, 2017), el estudio de las funciones de
manera general (Carlson, Jacobs, Coe, Larsen & Hsu, 2002), entre otros. Ademas, para que
los estudiantes describan el comportamiento de un fendémeno natural, requieren observar y
describir la relacion de por lo menos dos variables, es decir, requieren razonar
covariacionalmente. Y si bien se ha estudiado el razonamiento covariacional en la
modelacion de eventos dindmicos (Carlson et al., 2002; Kertil, Erbas, & Cetinkaya, 2019),
se ha hecho so6lo desde la lente del marco de razonamiento covariacional, y no desde algiin
marco referente a la modelacion matematica.

Asi, tenemos como objetivo analizar como modelan matematicamente los estudiantes
un fendmeno natural, asi como el papel de la medicidén y del razonamiento covariacional
durante la modelacion.

Marcos Teoricos
Modelacion matemdtica

“La modelacion matematica es el proceso de construir una representacion matematica de la
realidad, que captura, simula o representa rasgos o comportamientos especificos” (Cai et al.,
2014, p. 150). En especial nosotros estamos interesados en estudiar el proceso de los
estudiantes al construir una representacion matematica que describa el comportamiento de
un fendomeno natural.

Para analizar el proceso de modelado de los estudiantes nos basaremos en el proceso
que sugiere Blum (2011) (Figura 1).
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1. Comprender
2. Estructurar y simplificar
3. Matematizar
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Figura 1: Proceso de modelacion de la perspectiva realista (Blum, 2011)

Razonamiento Covariacional

“El razonamiento covariacional se refiere a las actividades cognitivas implicadas en la
coordinacion de dos cantidades que varian mientras se atiende a las formas en que cada una
de ellas cambia con respecto a la otra” (Carlson et al., 2002, p. 354). En nuestro estudio,
analizaremos tales actividades cognitivas de los estudiantes respecto a dos variables
seleccionadas de un fendmeno natural.

Para analizar el razonamiento covariacional de los estudiantes en el proceso de
modelado, nos basaremos en el marco conceptual de razonamiento covariacional de
Thompson & Carlson (2017) (Tabla 1).

TABLA 1: Marco conceptual de razonamiento covariacional (Thompson & Carlson, 2017)

Nivel

Descripcion

Nivel 0: Sin coordinacion

La persona no tiene imagen de variables que varian juntas: se enfoca en una variacion
de una u otra variable sin coordinacion de valores.

gruesa de valores

Nivel 1: Precoordinacion | La persona visualiza los valores de dos variables que varian, pero de forma asincrona:

de valores una variable cambia, luego la segunda variable cambia, luego la primera, y asi
sucesivamente.

Nivel 2: Coordinacion | La persona forma una imagen general de valores de cantidades que varian entre si:

como “esta cantidad aumenta mientras que esa cantidad disminuye”.

Nivel 3: Coordinacion de
valores

La persona coordina los valores de una variable (x) con los valores de otra variable
(y): tiene la anticipacion de crear una coleccion discreta de pares (X, y).

continua suave.

Nivel 4: Variacion | La persona prevé que los cambios en el valor de una variable suceden

continua gruesa simultaneamente con los cambios en el valor de otra variable: prevé que ambas
variables varien con una variacion continua gruesa.

Nivel S: Variacion | Prevé que ambas variables varien de manera suave y continua.

|
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Asi, nuestras preguntas de investigacion son las siguientes:

P1: ;Cuadl es el proceso de modelado de los estudiantes al estudiar el comportamiento
de un fenomeno natural?

P2: ;Cual es el papel de la medicion en el proceso de modelado de un fenomeno
natural?

P3: ;Cuadl es el papel del razonamiento covariacional en el proceso de modelado de
un fenomeno natural?

Metodologia

Para poder recabar datos sobre el proceso de modelado de los participantes sobre el
comportamiento de un fendmeno, disefiamos una tarea de modelacion sobre el fendmeno de
enfriamiento del agua, la cual implico experimentacion, medicion y el estudio de la relacion
entre las variables (tiempo y temperatura) para describir el comportamiento. Previo a la
aplicacion de tarea de modelacion se impartieron sesiones con el propodsito de brindar
conocimiento previo necesario para la tarea de modelacion.

Tarea de modelacion

La tarea de modelacion consistio en la realizacion del experimento y medicion de variables
del enfriamiento del agua (Figura 1), en equipos de 3 integrantes. La idea es que observen a
partir de sus mediciones que mientras una variable cambia en progresion aritmética, la otra
cambia en progresion geométrica, por lo que se trata de una funcioén exponencial y asi puedan
determinar el comportamiento del fendémeno. Ademas, tendran que tomar en cuenta como
afecta la temperatura ambiente, ya que es cuando la funcion tiende a cero que se manifiesta
la progresion geométrica, y en este caso la funcion tiende a la temperatura ambiente.

- xww

“, -
N

Participantes

Esta investigacion se realizd con un grupo de 9 estudiantes de la facultad de Ingenieria, en la
Universidad Autonoma de Guerrero, campus Chilpancingo. Los participantes son de
diferentes grados, y todos han cursado la materia de ecuaciones diferenciales.
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Recoleccion de Datos

Se trabaj6 con los participantes durante 4 sesiones de entre 2 y 3 horas cada una. En cada una
se videograbo y se tomd como evidencia sus hojas de trabajo.

Analisis de Datos

En este apartado analizaremos el proceso de modelacion de los estudiantes bajo la lente del
proceso de modelado que propone Blum (2011); también el papel de la medicion en el
proceso de modelacion; asi como el papel del razonamiento covariacional, basandonos en el
marco de razonamiento covariacional de Thompson & Carlson (2017).

El equipo 1, relacionan que conforme pasa el tiempo, la temperatura cambia.
Registran la temperatura cada 10 segundos durante 40 minutos en una tabla.

Después grafican los datos correspondientes a multiplos de 5 minutos, donde la
grafica les hace pensar que podria ser una funcion exponencial, asi que analizan sus datos
para corroborar si cumple con la condicion de una funcion exponencial, es decir, que mientras
el tiempo cambia aritméticamente, la temperatura cambia geométricamente. Realizan una
division entre los valores de la temperatura cada minuto y les resultoé un factor casi igual.

T‘m\po Tempea b |
o 3%
10 31 |
2.0 94

536 |62
5.40
§:50 |62.4
(A G2.\

Ademas, nos damos cuenta que los estudiantes tienden a validar sus resultados
matematicos en el mundo matematico, antes de validar sus resultados matematicos en el
mundo real.
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Los estudiantes identifican que la temperatura ambiente también influye, y deciden
restarla a los valores que midieron de la temperatura, justificando que la curva esta recorrida
tendiendo a la temperatura amiente y no a cero.

y‘. y" 2]172.
X 0.3
T\emf»o Tcnp:j;ua \/ -{23,2 0 7

Finalmente buscan encontrar una expresion algebraica que describa el
comportamiento de sus datos, sin embargo, tuvieron errores, ya que tomaron datos da la
columna equivocada. Corrigen ese error y obtienen que la funcion que describe el
comportamiento del enfriamiento del agua es T = 46.8e %94 + 27.2. La validan dando
varios valores de tiempo y ven resultan valores de temperatura muy cercanos a sus valores
experimentales, justificando que esa diferencia puede deberse a un error de medicion.

% ]
CHo(x) ot
NHC. e( ;
‘\é' - 23 .

Presentamos en la Figura 2 una representacion de la secuencia en que se fueron
evidenciando los pasos del proceso de modelacion matematica y los niveles de razonamiento

covariacional.
Orden de la secuencia: @ @ @ Orden de la secuencia: @ @ @
3 modelo real 3
modelo realy Do Y =
problema modelo matematico
ypmbm NO N1
NO N1 \
situacién real ,-==». smnelen N2 Situacién real y/ === X
y problema Z:\Jl ﬁ lo y problema ml ﬁ
\ 6 \
D\/ matematicos
reales
5
Mundo Real Mundo Matemitico Mundo Real Mundo Matemitico

Figura 2: Secuencia de pasos de modelacion matematica, y los niveles de razonamiento
covariacional de los equipos 1 y 2: Los pasos se muestran a través de las flechas siguiendo la
secuencia de colores en orden naranja, verde, azul; los niveles se representan con la letra N seguido

del nimero correspondiente a cada nivel, siguiendo la secuencia de colores naranja, verde.
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Discusion y Conclusiones

Los participantes no siguieron el proceso de modelo idealizado, sino que muestran su propio
proceso, lo cual estd en linea con los hallazgos de Blum & Borromeo (2009); Hankeln
(2020); Meistera & Upmeier (2019).

Los participantes no dieron vueltas completas al ciclo al tomar en cuenta nuevos
factores como lo sugiere Blum (2011), sino que regresaron al punto en que habia que
considerar algo més o hacer correcciones.

Los participantes tienden a hacer una validacion de resultados matemadticos en el
mundo matematico antes que el en real, sugerimos agregar una fase de validacion en el
mundo matematico.

La medicion promueve que los participantes tengan una nocion intuitiva de la ley del
enfriamiento.

Son los datos de las mediciones los que permiten transitar entre el mundo real y el
matematico. Los datos ordenados se convierten en el modelo matematico; Los resultados
matematicos se interpretan y validan en el mundo real con los datos.

La medicion promovi6 el desarrollo del razonamiento covariacional, ya que todos los
niveles que manifestaron los estudiantes fueron a través del manejo de los datos. A diferencia
de las tareas como el llenado de botellas (Carlson et al., 2002) o que impliquen movimiento
como la mayoria de las tareas para estudiar el razonamiento covariacional, el cambio de las
variables de tiempo y temperatura no se puede describir si no se toman medidas.

La relacion adecuada entre las variables, lo cual se analiza desde el razonamiento
covariacional, es lo que permite a los participantes el obtener la funcién que describe sus
datos, por lo tanto, un modelo para describir el comportamiento del fendmeno.

Los niveles de razonamiento covariacional aparecen en los pasos 2, 3 y 4 del proceso
modelacion de la perspectiva realista, permitiendo un andlisis mas detallado en la parte del
proceso que involucra la relacion entre variables.

De manera general confirmamos la idea de que la medicion de los atributos de un
fendmeno permite la generacion de modelos en los que se muestra su relacion entre variables
(Jin et al., 2019).
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Rescatando argumentos covariacionales del sigod XVIII:
El caso de Agnesi

Marcela Ferrari Escola
Universidad Autonoma de Guerrero

Existe una creciente linea de investigacion qué considera que el razonamiento covariacional,
es decir, actividades cognitivas que involucran la coordinaciéon de la variacion de dos
cantidades mientras se atiende la forma en que cada una cambia en relacion con la otra (Carlson,
Jacobs, Coe, Larsen & Hsu, 2002, p.354) es un elemento fundamental en el entendimiento de
los estudiantes respecto a funcion.

En lo que se refiere especificamente a la funcion exponencial Ferrari, Martinez y Méndez
(2016) identifican dos formas de aproximar a la funciéon exponencial: la primera, desde la
proporcionalidad del cambio (Castillo-Garsow, 2010; Ellis, Ozgur, Kulow, Williams &
Amidon, 2012; Thompson, 2008); y, la segunda, desde la yuxtaposicion de dos progresiones
diferentes (Confrey & Smith, 1994, 1995).

Thompson (2008), por ejemplo, considera que una caracteristica que define a las

. . . f(x+ Ax)
funciones exponenciales es el valor de tasa proporcional (f(—x)

cambia con respecto a su propio valor en un determinado argumento. Castillo-Garsow, Johnson
y Moore (2013), reflexionan sobre la apropiacion de continuidad en la descripcion de

) en la cual una funcion

fendmenos variacionales, considerando importante reconocer, en las producciones de
estudiantes, entre una covariacidon continua gruesa (chunky), es decir, que existen huecos entre
dos puntos reconocidos; y otra, covariacion continua suave (smooth), donde se considera que
han construido la imagen de razon de cambio instantanea. Elementos que son recogidos por
Thompson y Carlson (2017) al generar nuevos niveles para describir el desarrollo del
razonamiento covariacional y que Johnson (2015) denomina “covariacion dindmica”.

Por otro lado, Confrey & Smith (1994, 1995), pioneros en el uso del término
“covariacion” entendiéndola como la yuxtaposicion de dos progresiones cada una de ellas
construidas de manera independiente a través de andlisis numéricos e identificacion de
patrones. Ideas que Johnson (2015) denomina “covariacién estatica”. En particular, Confrey &
Smith (1994, 1995), caracterizan la covariacién exponencial con la yuxtaposicion de una
progresion aritmética y una progresion geométrica; basandose en las operaciones entre
“counting word” y “splitting word”.

Retomando estas ideas, Ferrari, Martinez y Méndez (2016) caracterizan la covaracion
logaritmica-exponencial, al explicitar que la funcién logaritmica y la funcidén exponencial
pueden construirse bajo la misma covariacion, misma que surge al considerar ambas funciones
como la yuxtaposicion de una progresion aritmética y otra geométrica, sin importar qué tipo de
cambio corresponde al dominio o a la imagen. Se rescata, de esta manera, lo que en el siglo
XVII se consideraba una “curva logaritmica”.
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De una exploracion socioepistemologica de logaritmos (Ferrari, 2008) retomamos
argumentos geométricos del siglo XVIII, para realizar nuevas exploraciones con estudiantes y
profesores en esta nueva investigacion de la cual reportamos las ideas principales.

El objetivo de esta investigacion gira alrededor de la caracterizacion de una funcidén
exponencial desde la construccion geométrica de puntos de la curva publicado por Agnesi
(1747) y discutiendo lo estatico de su propuesta. Proponemos retomar la construccion orignial
de Agnesi adecuada a 2* tomando como dominio inicial los naturales para luego de caracterizar
la funcién exponencial 2¥, extenderemos la discusion hacia que papel juegan los tridngulos
semejantes asi como la particion del eje x para generar nuevas funciones exponenciales. Se
espera que con ello, se logre una revision minusiosa de la construccion de puntos que nos lleve
a generar ideas de continuidad abonando al desarrollo de razonamiento covariacional.

Argumentos rescatados
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Luego de construir varios puntos de la curva, siguiendo las ideas de Agnesi, se percibe
que la particion del eje x es constante (Ax) generddose una progresion aritmética. Por otro lado,
las alturas de los triangulos que se van construyendo, varian siguiendo una progresion
geométrica. Se genera asi una covariacion logaritmica exponencial con un dominio entero.
Extender el dominio hacia los numeros reales para discutir la continuidad de una funcion
exponencial, involucra otros elementos como el cambio de la particion y los tridngulos
semejantes involucrados.
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En esta investigacion nos enfocamos en esta extension del dominio para propiciar la
reflexion sobre la continuidad de la funcién cuestiondndonos sobre ;Qué varia? ;como?
(cuanto? ;con qué rapidez? (Figura 1)

Reconocer lo que variay lo que no

équé varia?

Explorar numéricamento los cambios

écuanto varia? Descubrir patrones de crecimiento,

Estudiar la forma de la curva
écomo varia?

Analizar la variacion de los cambios

Figura 1: Estructura del disefio
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La optimizacion es una idea fundamental presente de manera natural en diversassituaciones
de la vida diaria. Esto posibilita encontrar una variedad de contextos interesantes para que
los estudiantes de todos los niveles educativos puedan modelar fendmenos que requieren de
encontrar un valor Optimo. Especificamente en el area de la matematica, el estudio de
maximos y minimos y la resolucion de problemas de optimizacion (PO) conforma parte del
curriculo de la Educacion Media Superior debido a su presencia y utilidad en la vida real. En
el &mbito educativo, y de acuerdo con Malaspina (2007), parte de la importancia de los PO
recae en que pueden ser una medio para reflexionar sobre: el aprendizaje de las matematicas;
la importancia y la oportunidad de la formalizacion; y la interrelacion entre la percepcion
intuitiva y la solucion formal de un problema.

Una forma en que los estudiantes adquieren la habilidad de aplicar las matemaéticas
que conocen para resolver problemas es a través del estudio de situaciones problemadticas
que sean factibles de representarse mediante modelos matematicos (Trigueros, 2009). Por
ello, resulta propicio trabajar con los estudiantes empleando la modelacion matematica
como estrategia para el desarrollo de sistemas conceptuales, los cuales en principio pueden
ser incipientes al enfrentar las situaciones de optimizacion, pero que al explorarlos, los
estudiantes pueden encontrar, manipular y representar relaciones en términos matematicos,
asi como también desarrollar ideas que permitan canalizarlos hacia las matematicas que se
desean ensefiar (Lehrer & Schauble, 2000; Lesh & English, 2005).

En esta direccidn, esta platica tiene el propdsito de exponer el avance de un trabajo
sobre el disefio de una secuencia didéctica dirigida a estudiantes de EMS que involucra la
resolucion de PO y estd centrada en la Perspectiva de Modelos y Modelacion (PMM)
(Lesh y Doerr, 2003), la cual ya ha sido experimentada con la intencion de evaluar su
funcionamiento didéactico. Dicho trabajo se ha desarrollado bajo la metodologia de
investigacion basada en el disefio (IBD), en la que se disena, se prueba y se refina un
producto a través de ciclos iterativos de observacion, analisis y redisefio (Bakker & van
Eerde, 2015). Mas que analizar los modelos producidos por los estudiantes durante la
experimentacion, se pretende informar acerca del proceso de disefio de las actividades,
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explicar su funcionamiento y sefialar las mejoras en el mismo, esto, a través del seguimiento
de las fases de la IBD ajustadas a la PMM. Dichas fases van desde la realizacion de
experimentos de pensamiento previos a la experimentacion en el aula (como parte de un
estudio prospectivo) hasta un analisis retrospectivo (post-durante la experimentacion) que
permiten informan la evolucidn del disefio y aportan evidencia para evaluar la factibilidad
de la secuencia didactica.
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En este escrito presentamos una investigacion que tiene como objetivos; describir como un
proceso de modelacion matematica escolar influye en el desarrollo de la concepcion
covariacional del concepto funcidn, desarrollar niveles de razonamiento covariacional en
estudiantes de bachillerato y universidad a través de la modelacion de situaciones dinamicas, y
finalmente, evidenciar la relacion entre los constructos tedricos razonamiento covariacional y
modelacion matematica escolar. En esa direccion, presentamos una revision de la literatura, asi
como la metodologia de trabajo a seguir pensada para llevar a la practica tareas de modelacion a
través de un experimento de ensefianza, con el fin de recolectar datos que ayuden a fundamentar
empiricamente el estudio. Y finalmente, describimos los resultados tentativos de investigacion.

Palabras clave: razonamiento variacional y covariacional, modelacion matematica, concepto
funcion, tareas de modelacion, experimento de ensefianza.

Revision de la literatura

A finales de los afios ochenta y principios de los noventa surge el razonamiento covariacional
como una forma de razonar en matematicas. Para Thompson (1988) la covariacion se
presentaba en términos de la conceptualizacion de los valores de cantidades individuales
como variables y luego de dos o mas cantidades como variables de forma simultinea,
mientras que Confrey (1991) se referia a coordinar los valores de dos variables conforme
cambian.

Posteriormente, Saldanha & Thompson (1998) describieron a la covariacion cémo tener
en mente una sostenida de los valores de dos cantidades simultaneamente, sobre la base de
su investigacion Carlson et al. (2002) compartieron por primera vez un marco cognitivo del
razonamiento covariacional conformado por niveles de desarrollo: coordinacion, direccion,
coordinacion cuantitativa, razén de cambio promedio y razén de cambio instantanea que un
sujeto debia realizar para decir que razonaba covariacionalmente.

Carlson et al. (2002) fundamentaron su investigacion basada en el supuesto que la
modelaciéon de fendmenos o situaciones dindmicas podia favorecer el desarrollo del
razonamiento. A partir que se comparte el marco en 2002, otras investigaciones se
fundamentaron de las mismas ideas.

A partir de lo anterior, en las ultimas décadas se ha demostrado que es posible favorecer
el aprendizaje de diversos conceptos matematicos cuando se estudian desde el punto de vista
covariacional.
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Posteriormente, en 2017 Thompson & Carlson presentaron un nuevo marco del
razonamiento covariacional fundamentado desde la variacion (Castillo-Garsow, 2012). Los
investigadores retomaban gran parte de las ideas de Carlson et al. (2002) pero argumentaban
que su marco no era suficiente para analizar y describir las respuestas de estudiantes al
trabajar en situaciones que involucraban la covariacion de cantidades, y ampliaron los niveles
del marco, que nombraron: sin coordinacidon, precoordinacion de valores, coordinacion
gruesa de valores, coordinacion de valores, variacion continua gruesa y variacion continua
suave.

Es importante mencionar que a pesar que la mayoria de investigaciones incluyen
actividades basadas en situaciones reales para indagar en el razonamiento de estudiantes, no
muestran con claridad el papel que tienen estos escenarios, por lo que, el supuesto que
menciona que la modelacion de fendmenos o situaciones dinamicas favorece el desarrollo
del razonamiento covariacional (Carlson et al., 2002) no ha sido sustentado con claridad en
investigacion en matematica educativa.

En ese sentido, compartimos la idea que la modelacion de situaciones dindmicas es un
medio que permite reconocer la variacion, la relacion entre variables y la covariacion de
variables (Carlson et al., 2002), si se sustenta tedricamente el papel de la modelacién como
medio. En particular, pensamos que el desarrollo del razonamiento covariacional puede
ofrecer un nuevo significado al concepto funcién (Oehrtman & Thompson, 2008),
permitiendo la visualizacion de la coordinacion de cantidades, y que asociar contextos a los
significados matematicos con ayuda de la modelacién proporciona una vision clara sobre la
conexion entre las matematicas en el mundo real, lo que puede favorecer su comprension.

Fundamentando la idea anterior, realizamos un estudio previo como parte de un proyecto
de tesis (Martinez-Sierra & Vargas, 2020) que demuestra que es posible trabajar con la
modelaciéon matematica desde la perspectiva realista (Blum & Borromeo, 2009) y el
razonamiento covariacional (Thompson & Carlson, 2017), en la investigacion se hacia
explicito el papel de la modelacion matematica como proceso cognitivo cuando estudiantes
universitarios razonaban covariacionalmente, sobre la base del estudio, proponemos que con
la modelacion matematica desde la perspectiva escolar (Zbiek & Conner, 2006) como medio
se desarrolle una concepcion covariacional del concepto funcion en estudiantes de
bachillerato y universidad.

Preguntas de investigacion

La revision anterior, muestra como el constructo teodrico del razonamiento covariacional
resulta 1util para el estudio de diversos temas en Célculo y Trigonometria, y como su
desarrollo influye en el aprendizaje de conceptos, tal como el concepto funcion.

Asimismo, que el concepto funcion es esencial para comprender conceptos centrales
del célculo y debido a su importancia, pensamos que desde el marco reportado por Thompson
& Carlson (2017) es posible estudiar diferentes tipos de funciones bajo el punto de vista
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covariacional, ya que, las funciones son un tema transversal en todos los curriculos escolares
de matematicas avanzadas.

Ademads, proponemos a la modelacion matematica como medio el desarrollo del
razonamiento covariacional, atendiendo el supuesto que la modelacién de situaciones
dinamicas favorece el desarrollo del razonamiento covariacional (Carlson et al., 2002).
Consideramos pertinente retomar dicho supuesto, tratando de atender dificultades asociadas
al concepto, como las que experimentan estudiantes con respecto a las relaciones funcionales
al no tener la capacidad de razonar de manera variable o covariacional (Thompson & Carlson,
2017), o bien, que solo conciben a las funciones en términos de manipulaciones simbolicas
y técnicas de procedimiento, y por tanto, no pueden comprender forma mas general del
concepto, por lo que, carecen de estructuras conceptuales relacionadas a este (Antonini,
Baccaglini-Frank, & Lisarelli, 2020).

En esta direccion, para funciones en particular como el caso de las exponenciales y
trigonométricas, que son estudiadas mayormente en un plano algoritmico o procedimental, y
que carecen de contexto y significado en su aprendizaje (Moore, 2014; Kertil, Erbas, &
Cetinkaya, 2019) proponemos que con ayuda del razonamiento covariacional se pueda
fortalecer su entendimiento matematico y que modelacion de situaciones reales sea el medio
para su desarrollo.

Basado en lo anterior, proponemos que otras funciones que son estudiadas desde
educacion basica hasta educacion superior como las lineales y cuadraticas, y que por tanto,
resultan relevantes para la investigacion, también se estudien con ayuda de ambos marcos.

En sintesis, el interés de la investigacion en curso se situa en proponer a la modelacion
matematica (Zbiek & Conner, 2006) de situaciones reales, desde la perspectiva escolar como
medio para el desarrollo del razonamiento covariacional (Thompson & Carlson, 2017) con
la intencion final de desarrollar una concepcion covariacional del concepto funcion.

Finalmente, planteamos las interrogantes ;Coémo un proceso de modelacion
matematica escolar influye en el desarrollo de la concepcidon covariacional del concepto
funcion?, ;Qué niveles de razonamiento covariaconal desarrollan estudiantes de bachillerato
y universidad cuando modelan situaciones dindmicas? Y, ;Cual es la relacionan entre los
constructos tedricos razonamiento covariacional y modelacion matemadtica escolar cuando
trabajan en conjunto?

Elementos tedricos

Con base en lo anterior, sustentamos la investigacion en curso desde los constructos tedricos,
razonamiento covariacional (Thompson & Carlson, 2017) y modelacién matematica desde
la perspectiva escolar (Blum & Niss, 1991; Zbiek & Conner, 2006), dado nuestro interés por
desarrollar la concepcion covariacional del concepto funcion.
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Razonamiento covariacional

El razonamiento covariacional se concibe como la capacidad cognitiva para visualizar dos
cantidades variables de forma simultanea (Thompson & Carlson, 2017). Desde esta
perspectiva, el razonamiento covariacional es evolutivo, y se desarrolla en seis niveles: sin
coordinacion. precoordinacioén de valores, coordinacion gruesa de valores, coordinacion de
valores, variacidn continua gruesa y variacidbn continua suave. Para fines de esta
investigacion, retomamos el razonamiento covariacional desde la perspectiva de Thompson
& Carlson (2017), en la cual, profundizaremos durante el darrollo de la investigacion.

Modelacion matematica

La modelacion matematica se aborda desde la perspectiva escolar (Kaiser & Sriraman, 2006;
Kaiser, 2017; Abassian, Safi, Bush, & Bostic, 2019), de acuerdo con Kaiser y Sriraman
(2006) esta perspectiva resalta la relacion entre el mundo real y las matematicas como un
elemento vital en su ensefianza y aprendizaje. Ademas, que utiliza contextos para desarrollar
conceptos matematicos, que conducen a la modelacion (Zbiek & Conner, 2006).

La modelacion escolar es un proceso que se describe como una SMR triple, donde la S
representa "alguna situacion de problema real", M representa "una coleccion de entidades
matematicas" y R representa "alguna relacion por la cual los objetos y las relaciones de S
estan relacionados a objetos y relaciones de M” (Blum & Niss, 1991, p.39) asi como se
muestra en la Figura 1.
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Figura 1. Ciclo de modelacion desde la perspectiva escolar (Abassian et al., 2019, p.6)
Metodologia

Se pretende realizar un estudio de casos (Yin, 2009) que permita evidenciar como la
modelacion matematica escolar (Zbiek & Conner, 2006) permite el desarrollo del
razonamiento covariacional (Thompson & Carlson, 2017) y como su desarrollo facilita el
aprendizaje de las funciones en diferentes niveles educativos.
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Proponemos el disefio de un experimento de ensefanza (Steffe & Thompson, 2000) que
involucre tareas de modelacion, desde la perspectiva de modelacion escolar. Las tareas, desde
la perspectiva de modelacion matematica escolar, tienen el objetivo de motivar la necesidad
de aprender matematicas (Abassian et al., 2019), pensamos en tareas que involucren
situaciones reales y que permitan que emerja el trabajo con las funciones: lineal, cuadratica,
trigonométricas y logaritmo-exponenciales. De modo tal, que la estructura de la tarea se guie
hacia construccion de modelos matematicos donde sea posible visualizar la coordinacion de
dos cantidades.

Consideramos pertinente recolectar datos a través de grabaciones de audio y video y
producciones escritas, ademas, realizar entrevistas con preguntas semiestructuras para
indagar en el razonamiento de los estudiantes de bachillerato y universidad, posterior a la
implementacion del experimento de ensefianza.

Descripcion tentativa de resultados

Se espera que la modelacion matematica y el razonamiento covariacional trabajen en
conjunto como marcos cognitivos para esta investigacion, evidenciando con claridad el papel
que tiene la modelacion en el desarrollo del razonamiento covariacional al estudiar diferentes
funciones. De modo tal, que la investigacion en curso considera areas de oportunidad para
hacer investigaciébn en matematica educativa que se sugieren en otras investigaciones
ubicadas principalmente en la linea de razonamiento covariacional (Moore et al., 2013;
Moore, 2014; Ellis, Ozgiir, Kulow, Williams, & Amidon, 2015; Kertil et al., 2019)
propuestas para el estudio de diferentes funciones.
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En este escrito se reporta los avances de una investigacion en curso, que pretende caracterizar la
funcion exponencial a través de la modelacion y la covariacion. Dada la naturaleza cualitativa
de este proyecto, se realizaron cuatro actividades matematicas del experimento de ensefianza
sustentado por la modelacion y covariacion, en donde se postula que mediante las practicas de
modelacion escolar se desarrolla del razonamiento covariacional. Se reportan los resultados la
primera actividad matematica que forma parte del experimento de ensefianza realizado a alumnos
del nivel medio superior en la Preparatoria No. 2 de la Universidad Auténoma de Guerrero,
donde se vislumbra que las practicas de modelacion los llevaron al desarrollo del nivel cuatro
del razonamiento covariacional.

En la ensefianza del calculo existen varios conceptos y esta investigacion se interesa en
problematizar el de funcion. Una secuencia didactica comtn de los programas de estudios y
libros de texto es que el profesor hace un ejemplo estandar utilizando una variedad de
representaciones de la funcidn al explicar a los estudiantes, luego supone que los estudiantes
deben seguir el ejemplo al hacer una tarea similar, y asi apropiarse de las representaciones
emblematicas de la funcion (expresiones, graficos, tablas de nimeros), esto no permite a los
estudiantes aprender o imaginar cudles son las caracteristicas que distinguen a las distintas
funciones. Este tipo de ensefianza provoca una falta de comprension de la naturaleza de los
objetos matematicos y por ende inhibe su uso para resolver un problema de calculo (Schwarz
y Dreyfus, 1995; Slavit 1997; Dreyfus, 1999, Bloch, 2003).

Los estudios que giran en torno a la capacidad de interpretar el significado de una
funcion al modelar una situacion dinamica en la que el estudiante se enfrente a una toma de
decisiones sobre las variables y pardmetros que controlan una determinada situacion, requiere
atencion a como una de las variables cambia mientras se imagina cambios de cantidades
sucesivas en la otra variable de la funcidon, esta accion mental se ha denominado
razonamiento covariacional (Thompson, 1994a; Carlson, 1998; Carlson, Oehrtman, &
Engelke, 2010), esto ha sido documentado para representar e interpretar la naturaleza
cambiante de las cantidades en una amplia gama de situaciones funcionales y para
comprender los conceptos principales del calculo, como el de funcion (Carlson, Jacobs, Coe,

! Los autores de este manuscrito pertenecen al grupo de investigacion de la maestria “Innovacion de la Practica Docente de
Matematicas” de la Facultad de Matematicas de la Universidad Autonoma de Guerrero, integrado por la profesora del nucleo
basico la Dra. Maria Esther Magali Méndez Guevara y dos estudiantes de este posgrado la Lic. Karen Zufiiga Gonzélez y
la Lic. Juana Alicia Rojas Estrada.
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Larsen & Hsu, 2002; Cottrill, Dubinsky, Nichols, Schwingendorf, Thomas y Vidakovic,
1996; Kaput, 1992; Thompson, 1994 a,b; Zandieh, 2000).

Ademas, durante el proceso de modelacion, surge espontdneamente representaciones
no institucionales y se considera que puede ayudar a los estudiantes a captar mejor la nocion
de covariacion, permitiéndoles entender mejor la representacion grafica de funciones (Hitt &
Gonzéalez-Martin, 2015).

Con base en las aportaciones realizadas sobre la covariacion (Saldahna & Thompson
(1998), Thompson (1994 a,b), Confrey & Smith (1994, 1995), Carlson (1998)) se define el
razonamiento covariacional como “las actividades cognitivas implicadas en la coordinacion
de dos cantidades que varian mientras se atiende a las formas en que cada una de ellas cambia
con respecto a la otra” (Carlson et al., 2002).

Asi mismo, adoptamos la postura de la categoria de modelacion escolar desde la
socioepistemologia, en tanto es necesario generar marcos apropiados a la matematica escolar
que promuevan la construccidon continua de conocimiento, donde se propone la categoria de
modelacion escolar. El ntcleo o corazén de esta categoria provoca que emerja el uso de tablas
de datos, uso de graficas y de expresiones analiticas como herramientas que permiten estudiar
y explicar la variacion local o global, a través de conjeturar sobre la tendencia o mediante
caracterizar el comportamiento de intervalos de variacion, (Tocto y Méndez, 2015; Méndez
y Cordero, 2014).

De lo anterior decimos que la modelacion y la covariacion forman parte del sustento
tedrico de la investigacion, tomando principalmente la hipotesis que el razonamiento
covariacional puede desarrollarse mediante practicas de modelacion. Para esto, el grupo de
investigacion propone una, como aquella que nos permitird dar evidencia de este
comportamiento, al estudiar situaciones de variacion que involucran dos cantidades
simultdneamente cambiantes a partir de las practicas de modelacion puestas en juego,
fusionando los constructos tedricos de la modelacion y covariacion.

De esta manera es como se pretende generar una innovacion en la practica docente
desde la union de dos constructos tedricos, modelacion y covariacion, hasta la manera en
como se aborda al conocimiento matematico, al mostrar evidencias de la hipotesis al
caracterizar a la funcién exponencial en la matematica escolar.

Método

Para la elaboracion de la actividad matematica se implementd la metodologia de
investigacion basada en disefio, paradigma metodologico que actualmente es muy ttil en el
campo de la didactica de las ciencias. Especificamente, se realizd6 un experimento de
enseflanza, este instrumento metodologico consiste en una secuencia de episodios de
ensefianza en los que los participantes son normalmente un investigador-docente, uno o mas
alumnos y uno o mas investigadores-observadores (Molina, Castro, Molina y Castro, 2011).

Por lo que se elabor6 un experimento que consta de cuatro disefios instruccionales, es
decir, actividades matematicas en donde particip6 el grupo de investigacion formado por dos
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profesoras en formacion y una profesora-investigadora, quienes han formulado una
articulacion entre la modelacion-covariacion y se ha discutido los experimentos de
enseflanza, asi como cada uno de los disefios instruccionales de dos investigaciones en
proceso.

Es preciso mencionar que en este reporte solo se hace analisis de la actividad 1, del
experimento de ensefianza, que en concreto permite introducir a los estudiantes en el analisis
covariacional desde la modelacion de la relacion de la variacion del nimero de palillos
utilizados con el numero de hexdgonos formados de una sucesion de figuras.

Su implementacion se realizé en un grupo de 32 estudiantes que cursaban la unidad de
aprendizaje ‘Mateméticas I: Algebra’ que es parte de la etapa de formacion basica del primer
semestre del nivel medio superior en la Preparatoria No. 2 de la Universidad Autonoma de
Guerrero. Donde 19 de los estudiantes son mujeres y 13 son hombres, y sus edades oscilan
entre los 14 y 15 afos. Para la recoleccion de datos se contd con la técnica de videograbacion
de la clase.

Resultados

Para el analisis de los datos se ha sintetizado la produccion de los siete equipos, algunos equipos
logran identificar que el nimero de palillos utilizados cambiard dependiendo del nimero de
hexagonos que se les pide y desde ahi se vislumbra una forma de promover la covariacion
motivado por las practicas de modelacion, al observar e interpretar el cambio de las variables,
esto se evidencia cuando en los tres primeros casos que estan observando perciben que para
conocer el numero total de palillos suman los lados del hexagono y luego restan el lado donde
se unen los hexagonos.

Luego, postulan que la cantidad total de palillos dependeréd del nimero de hexagonos
que se formaban, es decir, que llegaron a coordinar el cambio de una variable respecto a la
otra, al determinar que para conocer el total de palillos utilizados se multiplica el nimero de
hexdgonos formados por el nimero de lados de un hexdgono menos los lados donde se unen
los hexagonos, esto correspondia al numero de hexagonos formados menos uno. Pese a que
describian como era el cambio de estas variables se les dificulto pasar del lenguaje comun al
algebraico.

Conclusiones

En la investigacion se busc6 desarrollar el razonamiento covariacional a partir de practicas
de modelacion, para esto se disefid una situacion basada en la modelacion escolar que
provocaria dicho desarrollo. El uso de las practicas de modelacion jug6 un papel fundamental
ya que generaron argumentos para describir el comportamiento de la situacion, promoviendo
el desarrollo del razonamiento covariacional, lo cual lo podemos vislumbrar por los niveles
alcanzados en esta actividad, a partir del analisis de las variaciones relacionadas con los

palillos utilizados y el nimero de hex4dgonos formados
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Introduccion y referentes tedricos

Uno de los grandes retos que enfrenta un docente es lograr que los estudiantes se interesen
por una situacidn que presenta variacion, para desarrollar y refinar el conocimiento
matematico e interpretarlo. Partiendo de este desafio, la presente investigacion se centra en
el estudio de la variacion como un fenémeno que involucra diferentes conceptos, procesos y
representaciones matematicas que inician su estudio en el nivel secundaria. Se considera
importante dicho fendmeno, dado que aparece de manera natural en una gran variedad de
contextos del entorno cercano a los estudiantes. Para Leoén (2017), la variacién cobra mas
importancia si se recuerda que el saber matematico es un saber vivo y que esta en constante
busqueda de relaciones, aunado a ello, considera que la interpretacion de las situaciones con
variacion se puede hacer en contextos no escolares, los cuales se presentan de manera mas
significativa para los educandos, en ejemplos tan comunes como: el nivel de la lluvia, los
cambios en la temperatura o la modificacion anual del valor del salario minimo en el pais.
Entendiendo el panorama, se ve reflejada la necesidad de favorecer la comprension y
capacidad de andlisis de los estudiantes respecto a modelos matematicos en el aula, que
presentan patrones de cambio en sistemas dinamicos, de ello, el NCTM (2000), hace una
especial mencion en la oportunidad que deberian de tener todos los educandos de usar
modelos matematicos para representar relaciones cuantitativas, sin embargo, indican que con
regularidad la nocidon de cambio es incomprendida, aun después de estudiar la materia de
calculo diferencial. De lo anterior, Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, y Hsu (2002) proponen un
marco conceptual para estudiar el razonamiento variacional y usarlo para que los estudiantes
logren comprender situaciones dindmicas que involucran dos cantidades que cambian de
manera simultdnea; mismo que posteriormente, fue refinado por Thompson y Carlson (2017)
para lograr caracterizar la capacidad de una persona al momento de razonar sobre la variacion
simple y coordinada, aclarando que un nivel del marco utilizado para definir el
comportamiento de una persona da la confianza de que pueda razonar en todos los entornos
en el nivel implicado. Por su parte, Stroup (2014) recalca la importancia de enfatizar y
desarrollar de manera temprana los aspectos cualitativos de los procesos de cambio a través
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de simulaciones participativas que permitan a los estudiantes interactuar con sistemas
dindmicos cercanos a su contexto.

Con la motivacion de la informacion de las investigaciones antes mencionadas y del
contexto en el cual se tiene incidencia, se pretende realizar un experimento de ensefianza y
tratar de responder a la pregunta guia: como se favorece el desarrollo del razonamiento
variacional en jovenes de secundaria, vislumbrando a la modelizacidon como una via de
acceso y conexion de la realidad inmediata con el conocimiento matematico. En esta
direccion, Carlson, Larsen y Lesh (2003), han mostrado estudios iniciales sobre la mejora de
la instruccion de la variacion a través de actividades de modelizacion (AM), lo cual da pie a
pensar que se puede trabajar con este tipo de actividades desde temprana edad para evitar
dificultades en la comprension de la relacion entre variables en afios posteriores cuando el
educando tiene su encuentro con el célculo diferencial e integral.

Tanto Cantoral (2004), como Vasco (2006), puntualizan en la relevancia de las
actividades que habran de sugerirse para propiciar el desarrollo del razonamiento variacional,
por ello, toma fuerza el empleo de la modelizacion mateméatica como un proceso que conlleva
la matematizacion de una situacion para poder interpretarla. En este trabajo especificamente,
se abordaran dos aproximaciones de modelizacion: la perspectiva contextual de modelos y
modelaciéon (PMM) en educaciéon matematica de Lesh y Doerr (2003) y las simulaciones
participativas (SP) en NetLogo que provocan el surgimiento de modelos emergentes (Stroup,
2014; Stroup, Ares, Hurford y Lesh, 2007).

En armonia con los principios de disefio sugeridos desde la PMM (Lesh y Doerr, 2003)
en esta investigacion se proponen actividades cuyo contexto cercano a los estudiantes es la
propagacion de una enfermedad altamente contagiable al contacto en una comunidad
indigena, provocando el analisis de la situacion para tratar de comprender los factores que
estan involucrandos en el control de contagios en la poblacion y la necesidad de educar a los
jovenes en este tipo de situaciones, lo cual permiten conducir a formas significativas del
aprendizaje de la variacion.

Por su parte las SP brindan un ambiente interactivo altamente participativo a través de
software que permite generar redes inalambricas en las cuales los estudiantes son agentes
activos dentro de un sistema dindmico (e.g. NetLogo con HubNet) y esto les da la
oportunidad para explorar y construir modelos de fendmenos emergentes. Al trabajar con
dichos modelos, los estudiantes establecen conexiones entre los niveles micro de los agentes
que siguen reglas, patrones y regularidades y los macros que constituyen el mundo de los
fendmenos naturales y sociales (Wilensky, 2000). En este trabajo, las SP son utilizadas como
medio para abordar el problema propuesto en las AM del escaso o nulo acceso a la atencion
médica en los pueblos indigenas, situando a los estudiantes en dos escenarios principales
referentes a la propagacion de una enfermedad transmisible al contacto: a) poblacion sin
atencion médica y, b) habitantes con acceso a la atencion médica.

Para las actividades grupales, la metodologia empleada est4d guiada bajo orientaciones
tedricas que apoyan la documentacion colectiva, utilizando el modelo de argumentacion de
Toulmin (1969: citado en Rasmussen & Stephan, 2008). A través de dicha documentacion,
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se pretende mostrar coémo al interactuar con las simulaciones los estudiantes crean
consciencia de la situacion planteada en las AM y evidencian el desarrollo del razonamiento
variacional que para Carlson et al. (2002) se define como «las actividades cognitivas
implicadas en la coordinacion de dos cantidades que varian mientras se atienden a las formas
en que cada una de ellas cambia con respecto a la otra» y para Thompson y Carlson (2017)
transita en cinco niveles de desarrollo: los primeros tres que van desde la no coordinacion,
pre-coordinacion, coordinacion gruesa y coordinacion de valores; y, los dos tltimos tratan
con la variacion coordinada continua a tramos y la coordinada continua suave.

Metodologia

En el experimento de ensefianza se llevaron a cabo dos ciclos de investigacion para producir
el disefio didactico e indagar como favorece el razonamiento variacional en estudiantes de
educacion secundaria. El ciclo de anticipacion, se llevd a cabo con 8 docentes con
experiencia en la modelacion en el aula que anticiparon lo que pudiera suceder con los
estudiantes. Dicha mirada permitié realizar un primer refinamiento del disefio concebido
inicialmente -como corresponde a la metodologia basada en el disefio (Cobb & Gravemejier,
2008), se da un andlisis prospectivo en la primera fase y representa la experiencia, los
intereses y el contexto de quien conduce este estudio, ademas de integrar un inventario de
posibles soluciones y anticipar un sistema conceptual emergente.

El ciclo de implementacion en el aula se realizd con estudiantes de tercer grado de una
Escuela Secundaria Técnica ubicada en un poblado al norte del Estado de Durango, México.
El contexto es rural, siendo el principal sustento de la poblacidn la agricultura y la ganaderia,
ademas de existir un movimiento importante de migracion hacia Estados Unidos de América,
por lo cual los padres de familia de algunos estudiantes se encuentran laborando en dicho
pais y envian remesas con la finalidad de mejorar la calidad de vida de los jovenes.

Cabe destacar que en cada uno de los ciclos se pasa por etapas de: concepcidn, prueba
y refinamiento. Finalmente, se realiza la Gltima fase de la metodologia, es decir el andlisis
retrospectivo, mismo que se centra en analizar la experiencia vivida en los ciclos, ademas del
analisis prospectivo.

Los datos fueron recolectados mediante videograbaciones del trabajo en los grupos, las
producciones escritas de los participantes y las capturas de las diferentes simulaciones
emergentes. Las interacciones colectivas fueron analizadas mediante el modelo de
argumentacion de Toulmin (Rasmussen y Stephan, 2008) y los niveles de Thompson y
Carlson (2017) para caracterizar la capacidad de una persona al momento de razonar sobre
la variacion coordinada.

Resultados preliminares

Se analizaron las multiples interacciones entre los participantes, como agentes activos dentro
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emergentes (Gravemejier, 1999) que fueron objeto de multiples discusiones y cuya finalidad
era el refinamiento de los mismos. La abstraccion del modelo matematico ocurrid desde la
observacion de los patrones para rescatar informacion relativa a la estructura emergente y asi
aproximarse a la descripcion matematizada de la realidad presentada en los contagios de una
enfermedad en la situacion a), y b), evidenciando de esta manera el razonamiento variacional
cuya importancia radica en que los estudiantes lograron construir un sentido de las
situaciones sobre qué, como y por qué estaba sucediendo de esa manera. Ademas fue posible
observar a lo largo de la presentacién de resultados, que las actividades de modelizacion
apoyadas en las SP para su desarrollo, permitieron ir desencadenando acciones matematicas
en los estudiantes en donde se revela su razonamiento en torno a la idea fundamental de
variacion, pues fueron refinando los modelos que ellos mismos proponian, de modo que sus
predicciones lograron acercarse a los modelos emergentes que surgian luego de interactuar
con NetLogo en la SP. Es relevante puntualizar que el aprendizaje, y en este caso el desarrollo
del razonamiento variacional, no se da propiamente en un entorno lineal, dado que exhibian
acciones que permitian ubicarlos en alguno de los niveles de razonamiento variacional y
saltar mas de un nivel o bien retroceder en un siguiente momento. Esto apoya las
afirmaciones de Lesh y Doerr (2003) sobre la caracteristica de inestabilidad en el desarrollo
de los modelos o sistemas conceptuales, asi hechos y observaciones que surgieron en algiin
momento pueden ser olvidados en un posterior momento al adoptar una perspectiva diferente.

Por otra parte, el analisis de la actividad colectiva (Rasmussen y Stephan, 2008)
presentada a lo largo de los resultados, permitié darle un valor especial al trabajo colaborativo
que desarrollaron los jovenes en donde se pudo observar que la consolidacion de ideas, se
logré gracias al intercambio de opiniones en donde de forma conjunta, se dirigieron al
establecimiento de practicas matematicas, asociadas con la variacion, propiciando la
movilizacion de niveles que los llevo a exhibir un logro en 9 de 18 estudiantes al llegar a un
modelo generalizable de la situacion que involucraba la comprension de la pendiente
exhibiendo acciones relacionadas con un nivel de consolidacion de la variacion coordinada
continua a tramos. Mientras que, del resto de los estudiantes, 4 de 18 mostraron acciones de
aproximacion y 5 de 18 exhibieron acciones de seguimiento en el mismo nivel de variacion
coordinada continua a tramos.
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Se muestran los avances de una investigacion en proceso, la cual versa sobre la significacion
de las funciones polindmicas (primer, segundo y tercer grado) mediante la modelacion y los
niveles de razonamiento covariacional. Para lo cual se ha elaborado un experimento de
enseflanza que consta de tres disefios de actividades matematicas basadas en la categoria
Socioepistemologica de modelacion escolar, la cual promueve el analisis del desarrollo de
niveles de razonamiento covariacional en estudiantes de nivel medio superior. Se reporta los
alcances de una de las actividades matematicas, sobre funcion de primer grado con
estudiantes de nivel medio superior.

Palabras clave: Covariacion, modelacion escolar, experimento de enseflanza, funcion de primer grado

Estudios realizados en muchos paises indican que los problemas con el aprendizaje de las
matematicas no son de orden local o regional, sino de orden mundial (Artigue, 2000). Las
matematicas se enseflan de manera masiva, descontextualizada y algoritmizada, lo que
convierte su aprendizaje en un proceso formal, ligado a una serie de reglas, axiomas,
postulados y teoremas, constituyendo estos aspectos un fin en si mismo lejos de la realidad
cotidiana (Salinas y Alanis, 2009). Esta forma de ensefianza de las matematicas ha ido
afectando a sus diversas areas de estudio, el area que interesa en esta investigacion es el
Calculo.

Moreno y Rios (2006) destacan dos visiones sobre la ensefianza del Célculo: la vision
tradicional y la vision moderna. La primera vision se enmarca una concepcion clasica de la
ensefanza, donde el énfasis se coloca en la memorizacion de técnicas y reglas que no tienen
vinculacidén con la realidad y dan la impresion de que la matematica solo existe en el
momento de la clase. Y la segunda vision, llama la atencién a que se debe hablar del
aprendizaje como construccion de significados para que el estudiante construya el
conocimiento de acuerdo con su contexto y en las orientaciones provenientes del profesor.

El interés, se ha puesto en esta segunda vision de la ensefianza del calculo, en donde se
busca proponer situaciones de aprendizaje para la matematica escolar en donde se signifiquen
saberes matematicos, en especifico sobre funciones.

De las teorias perteneciente a la Matematica Educativa, reconocemos los aportes hacia
el Calculo en la linea de investigacion de la covariacion y del razonamiento covariacional, el
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primero es la relacion de dos cantidades que varian simultdneamente y el segundo es una
herramienta para saber el nivel del entendimiento de la covariacion (ver tabla 1), en tanto que
ambos permiten la comprension de la nocion de funcion (Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y Hsu,
2002; Ferrari, Martinez y Méndez, 2016; Thompson y Carlson, 2017).

TABLA 1. Niveles principales de razonamiento covariacional

Nivel Descripcion
Covariacion continua La persona visualiza aumentos o disminuciones (en adelante, cambios) en el
suave valor de una cantidad o variable (en adelante, variable) como ocurriendo

simultaneamente con cambios en el valor de otra variable, y la persona visualiza
que ambas variables varian de manera suave y continua.
Covariacion continua La persona imagina que los cambios en el valor de una variable suceden

gruesa simultaneamente con los cambios en el valor de otra variable, y visualizan que
ambas variables varian con una variacién continua gruesa.

Coordinacion de La persona coordina los valores de una variable (x) con los valores de otra

valores. variable (y) con la anticipacion de crear una coleccion discreta de pares (X, ).

Coordinacion gruesa de La persona forma una imagen gruesa de los valores de las cantidades que varian

valores juntas, como "esta cantidad aumenta mientras que la cantidad disminuye". La

persona no imagina que los valores individuales de las cantidades van juntos. En
cambio, la persona visualiza un vinculo suelto y no multiplicativo entre los
cambios generales en los valores de dos cantidades.

Pre-coordinacion de La persona imagina que los valores de dos variables varian, pero de forma

valores asincronica: una variable cambia, luego cambia la segunda variable, luego la
primera, y asi sucesivamente. La persona no anticipa crear pares de valores
como objetos multiplicativos.

Sin coordinacion La persona no tiene imagen de variables que varian juntas. La persona se enfoca
en la variacion de una u otra variable sin coordinacién de valores.

Nota: Tomada de Thompson y Carlson, 2017.

Asi como los aportes de la linea de modelacion, en particular la categoria de
modelacion escolar (Méndez y Cordero, 2012; Méndez 2013) basada en principios teoricos
Socioepistemologicos, concibiéndola como un proceso de construccion y desarrollo de usos
de conocimiento matematico, en tanto permite el estudio del comportamiento de situaciones
de variacion a través de practicas de modelacion (observar, tomar decisiones, interpretar,
organizar, especular, calcular, ajustar, postular, adaptar y consensuar, entre otras) (ver figura

1.

Figura 1: El nucleo de la categoria de modelacion (tomado de Méndez, 2013. P.61)
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Partiendo de este antecedente, nuestra hipotesis es que las practicas de modelacion
orientan el desarrollo de los niveles de razonamiento covariacional, para dar evidencia de
ello se hace una propuesta de experimento de ensefanza, teniendo como objetivo la
significacion de las funciones polinomicas (primer, segundo y tercer grado) mediante la
modelacion y los niveles de razonamiento covariacional.

Este reporte muestra una exploracion de la primera actividad matematica que tiene
como objetivo particular significar a la funcion de primer grado a partir de una situacion de
llenado de recipientes cilindricos, este ha permitié reflexionar sobre coémo mediante la
modelacion del llenado de recipientes se comprende la covariacion de dos variables y en qué
niveles de razonamiento covariacional se alcanzan.

Método

Para el desarrollo de este proyecto se ha elaborado un experimento de ensefanza, que se
enmarca en la metodologia de investigacion de disenio (Molina, Castro, Molina y Castro,
2011), estos se caracterizan por ser la ruptura entre docente e investigador, y consisten en
una secuencia de episodios de ensenanza en los que los participantes son investigador-
docente, uno o mas alumnos y uno o mas investigadores-observadores.

En la ejecucion de los experimentos de ensefianza, se distinguen tres fases: 1)
Preparacion del experimento; 2) Experimentacion para promover el aprendizaje, aqui se tiene
lugar a las intervenciones en el aula y las sucesivas iteraciones del ciclo de tres pasos: disefio
y formulacion de hipdtesis, intervencion en el aula y recogida de datos, y analisis de los datos,
revision y reformulacion de hipotesis; 3) Ejecucion del analisis retrospectivo de los datos.

Diseiio de la investigacion

A continuacion, se muestran las fases desarrolladas hasta este momento.
Fase 1. Para esta fase se han disefiado tres actividades matematicas (AM) (ver figura
2), basadas en la modelacion y cada una tiene un objetivo particular.

AML. significar a la funcién polindmica de primer grado mediante la
situacion del llenado de recipientes cilindricos.

AM_2. significar a la funcién polindmica de segundo grado meditne
la situacidn del mivieminto de un auto sobre un plano inclinado.

AM3. significar a la funcién polindmica de tercer grado mediente una
situacion de construccion de cajas sin tapa.

Figura 2. Actividades Matematicas del experimento de ensefianza
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Uno de los elementos claves de la fase de preparacion, es definir la secuencia de
intervenciones y su temporalidad ademas de delinear la trayectoria hipotética de aprendizajes
esperados, en este caso tienen que ver con los niveles del razonamiento covariacional. Esto
se ha realizado y sera fundamental para el analisis de los datos.

Fase 2. Se llevd a cabo la exploracion de la AMI1 “comunicando el llenado de
recipientes” y son los resultados se reportan. Esta tuvo lugar en el aula donde los estudiantes
toman habitualmente sus clases, se realizaron 2 sesiones de 50 minutos cada una, las cuales
fueron videograbadas y se recogieron las hojas de trabajo de los estudiantes.

Participantes

Esta primera exploracion en el contexto escolar se llevo a cabo con 9 estudiantes (8 mujeres
y 1 hombre, que oscilaban entre los 14 y 15 afios) de nivel medio superior de la Preparatoria
No. 2 de la Universidad Auténoma de Guerrero (UAGro), los cuales se entraban cursando la
asignatura de Matematicas II, correspondiente al segundo semestre. Para llevar a cabo la
actividad se les hizo la solicitud que conformaran en 2 equipos, uno de 4 y otro de 5
integrantes.

Resultados

A continuacion, se muestra como se ha ido realizado el analisis de los datos hasta el momento,
en donde se han identificado niveles de razonamiento covariacional alcanzados por el equipo
1 y las practicas de modelacion con las que se alcanzo6 dicho desarrollo.

En tabla 2, se muestran argumentos denotados por el nivel Sin coordinacion en cual se
desarrolld6 mediante las practicas de modelacion: observar, interpretar y organizar las
variables y condiciones de la experimentacion.

TABLA 2: Nivel Sin coordinacion

Nivel: Sin Coordinacion

Practicas de modelacion: observar, interpretar y organizar las variables y condiciones de la

experimentacion

Indicacion: 1.  En la siguiente actividad, en equipo observen el llenado del recipiente que se asignd y

comunica sin palabras (escritas o pronunciadas) y sin mimica, como se lleno el recipiente.
E1EL: estamos dibujando que el traste empezo lleno y asi va a ser en todos los dibujos para que
se pueda apreciar que, aunque tenga la misma cantidad de liquido (refiriéndose al dispensador de
agua), el de abajo va a ir subiendo (refiriéndose al recipiente cilindrico que se esta llenando), y
eso va a hacer que sea un flujo constante, que salga la misma cantidad de agua para el tiempo
que vaya pasando.
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Figura 3. Experimentacion e interpretacion de acuerdo con las condiciones del experimento.

Discusion

Aunque la evidencia en resultados es poca, en ella se puede ver como la E1E1 hace una
interpretaciéon de la experimentacion en donde comienza a organizar variables y las
condiciones del experimento, haciendo énfasis en el flujo constante del agua asegurando que
esto hace que salga la misma cantidad de agua en el tiempo trascurrido.

Esto nos da una primera mirada de que con actividades matematicas basadas en la
categoria de modelacion escolar y el estudio de las variaciones a través de practicas de
modelacion se logra desarrollar el razonamiento covariacional.

En el apartado de resultados solo se muestra evidencia de uno de los niveles, sin en
cambio, se espera mostrar evidencia del resto de los niveles de razonamiento covariacional
asi como también las practicas de modelacion que los orientan. Esto es solo una pequefia
parte de lo que pretende realizar con esta investigacion es curso y se quiere dar evidencias
consistentes para dar prueba a nuestra hipotesis.
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Covariacion Logaritmica
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El presente trabajo muestra el analisis realizado en el Sistema Educativo Nacional, tomando
como marco de referencia las reformas de la Nueva Escuela Mexicana, la cual aiin no entra
en rigor en nivel medio superior. Ademas de la revision de articulos que se han trabajado
respecto al contenido matematico elegido.

La investigacion se hizo en torno a lo que marca el Programa de Estudios del Bachillerato
General en Matematicas [V, referente al contenido matematico de funcién exponencial y
logaritmica. El actual trabajo tiene como objetivo fortalecer la nocion de logaritmo en
estudiantes de nivel superior a partir de la covariacion entre dos progresiones; una aritmética
y otra geométrica.

Palabras clave: Covariacion logaritmica, progresion aritmética, progresion geométrica.

Ferrari & Farfan (2010), establecen que lo logaritmico emerge al percibir la covariacion entre
dos patrones de crecimiento diferentes, uno regido por la multiplicacion y otro por la adicion,
cercana a la definicion primitiva de logaritmo; mismas que incentivan a analizar a la
covariacion. En Ferrari & Farfan (2010), a partir de grupos de discusion con profesores, se
observa que coinciden con su poco acercamiento a los logaritmos; apreciandose la frecuente
ausencia de espacios para discutirlos con los estudiantes, debido a la densidad de conceptos
que deben impartir en cursos de algebra.

Segun Siebert (2017), incluso después de completar una unidad sobre logaritmos,
muchos estudiantes continlian luchando para razonar sobre los logaritmos de manera
poderosa, lo que sugiere que no han desarrollado un significado 1til para los logaritmos.
Aunque Quintanilla (2018), menciona que los estudiantes antes de tener acceso a
computadoras y calculadoras, desarrollaron su intuicion de los logaritmos mediante el uso de
tablas de valores.

Weber (2019), analiz6 la historia de los logaritmos para mostrar por qué pueden
entenderse como division repetida, asi como la division puede entenderse como resta
repetida. Sefiala que, los maestros pueden hacer que los logaritmos sean significativos para
los estudiantes comenzando con esta conceptualizacion, ya que no se refiere a exponentes,
sino al mas accesible concepto de division.

Euler fue uno de los primeros matematicos que utilizd esta propiedad exponencial
como definicion (1765). Define el logaritmo como el inverso de la exponenciacion. Los
logaritmos se inventaron a principios del siglo XVII, mas de 100 afios antes de que Euler los
definiera como el inverso de los exponentes. Napier y Biirgi, dos matematicos que trabajan
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independientemente uno del otro, primero desarrollaron el concepto de logaritmos para
simplificar los calculos astrondmicos que involucran niimeros muy grandes.

Aunque actuaban independientemente el uno del otro, Napier y Biirgi utilizaron
técnicas bastante similares: cada uno yuxtapuso dos secuencias, una geométrica y otra
aritmética. Los numeros en la progresion aritmética se usaron para representar (mucho mas
grandes y mas dificiles de trabajar) los niumeros en la progresion geométrica (Weber, 2019).

En Ferrari & Farfan (2010), trabajan en dos mundos distintos, el de multiplicar y el de
sumar interrelacionados, lo cual permitié que anclara en los alumnos el argumento que “si
reconocen una progresion geométrica y una aritmética entonces estan hablando de una curva
logaritmica”; esencia de lo logaritmico, no lo discreto que evidencia la sentencia mencionada,
sino su naturaleza, el isomorfismo de mundos donde ambas operaciones funcionan, pero que
al reconocerlas covariacionalmente nos lleva a definir los logaritmos.

Experimento de ensefianza: metodologia de la investigacion

De forma general, un experimento de ensefianza consiste en una secuencia de episodios de
ensefianza en los que los participantes son normalmente un investigador-docente, uno o mas
alumnos y uno o mas investigadores-observadores (Steffe y Thompson, 2000).

Los experimentos de ensefianza se hacen para testar y generar hipdtesis, durante el
experimento, en general, o durante cada uno de los episodios, siendo en ocasiones necesario
abandonar o reformular hipotesis a la luz de los datos. El objetivo Gltimo es elaborar un
modelo del aprendizaje y/o desarrollo de los alumnos, en relacion con un contenido
especifico, entendiendo este aprendizaje como resultado de la manera de operar y las
situaciones puestas en juego por el investigador-docente (Molina, Castro, J. Molina & E.
Castro, 2011).

Por lo tanto, considero que los experimentos de ensefianza crean el ambiente adecuado
para el objetivo planteado, en donde podremos analizar la efectividad del disefio y de acuerdo
a ello, posteriormente, para futuras investigaciones realizar un redisefio; ademas, se pretende
evidenciar la evolucion de los argumentos de los estudiantes; asi como observar si lograron
realizar una conexidn entre ambas progresiones, una geomeétrica y la otra aritmética.

Objetivo de la investigacion

El objetivo de nuestra investigacion fue fortalecer en los estudiantes la nocioén de logaritmo
a través de la covariacion de dos progresiones, una geométrica y la otra aritmética. Se
trabajara con un experimento de ensefianza que nos permitira analizar lo que ocurre con
alumnos de sexto semestre de la Licenciatura en Matematicas, quienes ya han tomado los
cursos de Célculo. De esta manera se construyen o fortalecen argumentos y se ponen en
funcionamiento distintas estrategias y herramientas matematicas que les sean necesarias para
lograr describir o caracterizar a la funcidn logaritmica.
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Participantes y contexto

Los estudiantes que participaron en la experimentacion son alumnos de la Licenciatura en
Matematicas con especialidad en Matematica Educativa de la Facultad de Matematicas en la
Universidad Auténoma de Guerrero (UAGro). Colaboraron en nuestro experimento tres
mujeres, cuyas edades oscilan entre los 20-21 afios.

En el plan de estudios de esta licenciatura se llevan varios cursos que atienden el
estudio de la variacion y el cambio, principalmente Célculo I, II, III y IV, siendo estas
materias en donde se enmarca el contenido matematico que se pone en juego en el disefio de
esta investigacion.

En el estudio de las funciones en cursos de Calculo del nivel medio superior,
encontramos a la funcion logaritmo dentro del temario, puesto que pertenece a las funciones
trascendentes, pero comunmente es tratada de manera algoritmica, partiendo de la funcion
exponencial y relacionandola como su inversa. El suponer que los estudiantes obtuvieron
estos conocimientos previos, y que se complementan con el amplio curriculo del plan de
estudio de la Licenciatura en Matematicas, nos motiva a decir que estdn preparados para el
disefio que se propone mas adelante.

TABLA: Gestion de clase

Gestion de clase

Actividad Covariaciéon Logaritmica
Tiempo 100 minutos Momento I 60 minutos
P Momento II 40 minutos
. . . . Numero de alumnos 3
(,Con quienes Estudiantes de la Licenciatura en
oz (o Grado- Grupo VI semestre
se trabajara? Matematicas :
Turno Matutino
La actividad se enviara via classroom y a partir de ella,
Momento [ trabajaremos mediante una sesion sincrona. Debido a las
Uso aritmético de los | circunstancias, la actividad se llevara a cabo de manera virtual, y
Forma de logaritmos por lo tanto, se trabajara individualmente, a pesar de ello, iran

compartiendo sus respuestas.
Se generalizan los argumentos obtenidos por los participantes a
Momento II partir de una grafica de la funcidn logaritmo y se discutiran acerca
Funcion logaritmo de las leyes de la funcion logaritmo para calcular cualquier dato
de nuestra funcion, obteniendo asi la continuidad de esta.
Materiales y recursos didacticos que se requiere
Personas de | Se contara con la presencia de la profesora responsable del grupo, por cualquier motivo
apoyo que pudiese presentarse.
Recopilacion de la informacion
VAl finalizar la sesién virtual, se solicita entregar un informe con la actividad realizada.
V' Video de la sesion
Vv Fotos de las producciones

trabajar

Recoleccion de datos
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La dindmica de trabajo se desarroll6 de manera virtual debido a la situacion que se enfrenta
a nivel mundial en cuanto a la contingencia sanitaria SARS-COV-2, conocido como COVID-
19, por lo tanto, cada alumna se encontraba trabajando desde su hogar. La actividad se llevo
a cabo de manera sincrona. Se cont6 con la presencia de un investigadores profesor (P1) y
un investigadores observador (P2). En la Tabla 1 se muestra la distribucion por sesion del
tipo de tareas, asi como los métodos de recogida de datos empleados, el nimero de alumnos
asistentes y la temporalidad y duracion de la sesion. Se trabajo con las estudiantes durante 1
sesion de 120 minutos el domingo 14 de junio del 2020.

TABLA 1 Caracteristicas generales de la experimentacion

((lilllargcli{(f;l) NA ACTIVIDADES RECOGIDA DE DATOS
o Actividad escrita [J  Grabacion en video y audio.
14 junio 3 individual [J Informe de los estudiantes.
(1:30 h) Discusion [J Notas de la investigadora-
docente.

La sesion se realizo de manera individual y la videograbacion se llevo a cabo por medio de
la opcion de grabar la reunion por Meet, donde se registran los didlogos del profesor con cada
uno de los estudiantes y en ocasiones la interaccion entre ellos. La profesora que esta a cargo
del grupo estuvo Unicamente fungiendo el rol de observador. A continuacién, en la Tabla 2,
se muestran las claves que se utilizaran en los resultados de la investigacion.

TABLA 2
“Claves para la transcripcion’
Investigador-Profesor — P1
Estudiante 1 — E1
Estudiante 2 — E2
Estudiante 3 — E3
Investigador-Observador — P2

s

Resultados

En esta seccion, esta organizado el analisis de las producciones de los estudiantes en la sesion
desarrollada. Seleccionamos para ello episodios donde se evidencie el razonamiento
covariacional que emerge al transcurrir las actividades planteadas.

Se invito a los estudiantes a trabajar de manera independiente en las hojas de trabajo
donde partiendo de unas fichas que se muestran se tiene la consigna de completar los espacios
en blanco a partir del anélisis de sus variaciones en dos progresiones. Se escogieron episodios
que evidencian distintos momentos y conflictos en los estudiantes durante la sesion sincrona.

Episodio 1: Descubriendo las variaciones

Mientras resolvian individualmente la primera pregunta de la Actividad, E1 menciona: “lo
que hice fue ver qué relacion habia entre el 27 y el 3, porque supongo yo que esas fichas
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pertenecen a lo que vienen siendo una funcion y vi qué relacion podia tener con eso; y me
doy cuenta que si multiplico el 3 tres veces, tengo lo que viene siendo el 27, mientras que
E2 lo resolvio de la siguiente manera: “trate de ver primero en las fichas que estan seguidas,
la del 243 y el 729, entonces lo que hice fue dividir el 729/243 y vi que me sali6 el 3; asi que
de ahi empecé a multiplicar 27 por 3 y lo que me sali6 lo multipliqué por 3 y me sali6 el 243
y asi sucesivamente”, ademas, afadid: “para abajo no la pensé mucho, iba de 1, era el 4, 5,
6, 7; entonces ahi si no sé si esté correcta o no. Pensé mas en la parte de arriba”.

Observamos que, en las descripciones que realiza E1, se enfoco en hallar la relacion
entre ambas progresiones dentro de una misma ficha, a diferencia de E2, quien trabajo con
ambas progresiones pero de forma independiente.

En la pregunta 2 se solicita encontrar la regla de multiplicar haciendo uso de las fichas;
en donde E1 menciona: “al menos lo que yo estoy viendo, en la parte superior vamos a tener
una progresion geomeétrica, la cual va yendo de 3 en 3; bueno, multiplicando por 3; y abajo
tendremos una progresion aritmética, que seria de 1 en 1. Y es asi como vamos a obtener las
fichas, en la parte superior vamos a ir multiplicando, por ejemplo, podemos multiplicar 27
por 243 y nos da el 6551 y abajo podemos sumar el 3+5 y nos da 8”. La respuesta de El
evidencia familiaridad con tareas que requieren determinar el comportamiento de dos
progresiones, una aritmética y otra geométrica. De E2 en su informe se rescata lo siguiente
(figura 1):

Si es postble multiplicar dos fichas v obtener otra, en mi caso tomé dos de las fichas que tenemos v
operé con ella, las cuales fueron:

Fichal Operacion Ficha 2 Ficha obtenida: 5
y 27 P 81 2187
X 3 - - 7

Figura 1: Proceso de multiplicacion de E2.
Nota: Recuperado del informe entregado via Classroom

Para la siguiente pregunta, la cual estd enfocada ahora en si es posible realizar la
division, E1 de manera inmediata responde: “Si, ;no? Es su operacion inversa.”; a lo que E2
menciona el procedimiento que realizd: “En la parte de arriba dividi y me sali6 el resultado
de una ficha; y en la parte de abajo, reste”. Lo cual completa en su informe de la siguiente
manera (figura 2).

Si es posible debido a que ahora estamos aplicando las operaciones inversas de las que teniamos
anteriormente, para comprobarlo tomé dos fichas v las operé:

Ficha 5 Operacion Ficha 2 Ficha obtenida: 1
v 2187 = 81 27
X 7 - 4 3

Figura 2: Proceso de division de E2.

Nota: Recuperado del inforrnej:nlzegadOAdaﬂassmom—-
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Posteriormente, la actividad solicitaba analizar cuales fichas pertenecen o no al juego.
En el siguiente extracto, se muestra la conversacion respecto a la ficha que E1 menciona que
queria aceptar o descartar como parte del juego:

Extracto 1: Estableciendo intervalos

E1l: Empecé a tener dudas en el 8, pero al menos lo que yo hice, el 8 es una imagen, entonces, va
a tener su dominio. Su dominio va a ser algo asi como 1 punto y algo...

E1l: Sipertenece, va a ser 1.89. La funcidon exponencial... su imagen esta dentro de todos los reales

[T}

positivos y estamos hablando en el eje de las “y”, pertenece a todos los reales positivos,
entonces el 8 es la imagen, es la ficha que se encuentra en la parte superior el 8 y la parte
inferior va a ser un nimero que se aproxime al 2 sin tocarlo y que sea mayor de 1, asi que se
va a encontrar en ese rango que decia el dominio.

Algo importante que surgié en El es que al enfocarse en la funcién exponencial
(considerando a la progresion aritmética como la variable independiente y a la progresion
geométrica como la dependiente), establecid el intervalo entre los cuales deberia estar el
exponente de la funcidon cuya imagen corresponda al nimero solicitado, en este caso el 8.

Posteriormente, E3 menciona que al igual que sus compafieras, descarta dos fichas,
la que tiene un cero y la que tiene una cantidad negativa, (ambas en la progresion geométrica);
pero al cuestionarle sobre lo qué ocurriria con un cero en la parte superior (progresion
geométrica), se da el siguiente dialogo:

Extracto: Descartando el 0 en la progresion geométrica
E3: Si, seria como tener el 3 ala 0.
E2: No, dijiste que el 0 estaria en la parte superior, ;no?; y para elevar tiene que estar el 0 abajo.
E3: Sielevas 3 ala-1 daria -3
ElyE2:3 ala-1 daria 0.33.

Por un lado, E3 muestra confusion acerca del comportamiento que tienen las fichas
en la parte superior, la cual tiene la caracteristica de ser una progresion geométrica; en
cambio, E1 y E2, han logrado establecer la relacion que existe entre ambas progresiones. Por
ello, cuando se pregunta acerca de lo que se tendria que colocar en la parte superior, si abajo
aparece n, E1 de manera inmediata responde: “A la n, si seguimos con las fichas, seria el
3™”. Ahora cuando se tiene el “n” en la parte superior, y se busca la expresion de la parte
inferior, mencionan E1 y E2 que es mas complicado.

Después de pensar un rato, E1 sugiere: “Logaritmo... /seria la inversa, no?... ;si no?,
utilizando la base 3 de logaritmo”. Para esto, P1 inicamente menciono acerca de cuales serian
los elementos que se podrian retomar. Cuando P1 pregunta ;de qué dependeria que se trabaje
con lo exponencial o lo logaritmico?, E1 menciona: “por ejemplo, si en la parte superior
estamos hablando de las y... estamos hablando de una funcién exponencial”; a lo que P1
cuestiona: ;cual seria la caracteristica de tus “y”?, y E1 responde: “son de la forma 3*; y la
otra seria una logaritmica base 3, ahi estariamos hablando de 2 funciones distintas, una
exponencial y una logaritmica”.
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Figura 3: E1 comunicando la forma de las dos graficas: funcion exponencial y logaritmica.
Nota: Recuperado de la videograbacion por Meet

Por ultimo, considerando sus informes, E2 comprueba que es necesario aplicar el
logaritmo cuando se conoce unicamente el valor de la parte superior (progresion geométrica).

log;(3") = log;(81)

x = log;(3%)
x =log,(81)
x=4

Figura 4: Aplicacion de logaritmo por parte de E2.
Nota: Recuperado del informe entregado via Classroom

En la segunda actividad, se solicit6 observar una grafica, pero E1 de manera inmediata
menciono: “Una funcion logaritmica base 3”. Acerca de sus caracteristicas, menciond: “tiene
una progresion aritmética en las y y una progresion geométrica en las x”’; y E2, menciona
que: “es creciente, y podemos agregar que es la inversa de la exponencial”.

Cuando se le cuestiona a E1 acerca de como determino la funcion que se mostraba en
la gréfica, ella menciona lo siguiente:

“Primero tomé el valor de 1 en el “y”; por ejemplo, en y=1, el punto que pertenece a esa funcion
seria el (3,1) y asi me fui con ese, después me fui con el 2 en las “y” y ya, eran los que
anteriormente habiamos analizado en la forma exponencial y al verlo asi dije “ah, es la
logaritmica”. El (3,1) forma parte de una exponencial, entonces, el inverso de eso, bueno, el punto
inverso a ese seria el (3,1), que seria para una funcién logaritmo. Es lo que vi en la Gltima pregunta
que nos hicieron de como veiamos la diferencia entre una y otra, lo que yo entendi es haciendo
estas cosas”.

Es decir, a partir de los datos de la gréfica, fijé su atencion en el punto cuya coordenada
tuviera en su entrada en “y” el nimero 1, dado que una de las caracteristicas de una funcion
logaritmica es que la imagen de la base es igual a 1.

Para localizar nuevos puntos de la grafica, de inmediato lo relacionaron con las
operaciones realizadas en la actividad anterior, por lo que E2 menciona: “en las x ahora vas

a multiplicar” y E1 complementa diciendo: “Aja, y en las y vamos a sumar”.

ST



Revisiones de Literatura

En la figura 5 se muestra el procedimiento de E2 desarrollado para su informe.

Si, va que si hacemos uso del punto que se nos muestra en la imagen (1.73.0.5) | a partir de
este podemos generar nuevos puntos haciendo uso de las operaciones que encontramos en
la actividad anterior:

x 1.73 x 3 5.19
y 05 + 1 1.5
x 5.19 x 3 15.57
¥ 1.5 + 1 2.5

Figura 5: Proceso de multiplicacion de E2.
Nota: Recuperado del informe entregado via Classroom

[t

Por ultimo, cuando se les cuestiona de qué manera obtener a cuanto equivale “y” en
cualquier punto de la funcion, pero después se solicita conocer a cuanto equivale la imagen
de 6, alo que E1 menciona: “logaritmo base 3, y eso lo podemos ver como logaritmo de 3x2,
que igual lo podemos ver como logaritmo de 3 + logaritmo de 2, entonces seria 1 + 2 ...
Tenemos 6 . Lo que yo estoy haciendo, es esto (figura 6):

Figura 6: Uso de propiedades del logaritmo de E1.
Nota: Recuperado de la videograbacion por Meet

Podemos observar que E1 aplica propiedades de los logaritmos para localizar el valor
que corresponde a la imagen de la grafica cuando el valor en las abscisas corresponde a 6.
E1 lo representd como X, puesto que es el valor que se desconoce. Siendo asi, que a partir de
reconocer la funcidén logaritmica, es posible determinar las ordenadas que pertenecen a la
funcién considerando cualquier valor en las abscisas.
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Conclusiones

Durante la actividad, al trabajar con las fichas se propicié trabajar con conocimientos simples,
que van desde reconocer dos progresiones, una geométrica y una aritmética; lo cual
implicitamente involucra el multiplicar y sumar. Al lograr interrelacionar ambas
progresiones, se trabaja con una covariacion, en este sentido se trabajo con la covariacion
logaritmica. Hasta un determinado momento se trabaja con lo discreto, pero llega un punto
en que es necesario el uso de los logaritmos para lograr la continuidad. En un primer
momento se trabajé con los usos aritméticos del logaritmo, para posteriormente concluir con
la funcidn logaritmica.
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El razonamiento cuantitativo, el razonamiento variacional y el
razonamiento covariacional en la modelacion matematica

Gustavo Martinez Sierra

Universidad Autonoma de Guerrero
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La literatura reciente (Moore, 2012, 2013; Saldanha & Thompson, 1998; Stevens, Paoletti, Moore,
Liang, & Hardison, 2017; Thompson & Carlson, 2017) sefiala una estrecha relacion entre tres tipos
de razonamiento: el razonamiento cuantitativo, el razonamiento variacional y el razonamiento
covariacional. En mi ponencia presentare el significado de tales tipos de razonamiento y las
relaciones existentes entre ellos. También presentare la relacion que existe entre estos tipos de
razonamiento con la modelacion matematica.
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Revision de la literatura sobre la ensefianza y aprendizaje de la
Programacion Lineal: una mirada desde la modelacion matematica

Adrian Munoz Orozco
Gustavo Martinez Sierra
Marcela Ferrari Escola

El objetivo de este estudio es presentar una revision de la literatura sobre la ensefianza y
aprendizaje de la Programacion Lineal en el &mbito de la Matematica Educativa y su relacion
con la modelacion matematica. Para la revision de literatura, se consultaron diferentes bases
de datos y revistas de investigacion en matematica educativa de habla inglesa y espaiiola.
Entre los resultados de esta revision se evidencia que desde la Matematica Educativa hay un
interés por investigar sobre PL sin embargo es un tema que poco se ha explorado y la mayoria
de investigaciones sobre este topico se centra en arecas como la educacion para ciencias
econdmicas y educacion en ingenieria.

Palabras Clave: Revision Literatura; Programacion Lineal; Modelacion Matematica.

La programacion lineal (PL) es una tematica que se dicta en los cursos de Investigacion de
Operaciones (IO) o Investigacion Operativa para Ciencias Administrativas y algunas
Ingenierias como la Industrial e Informatica (Astutik y Fitriatien, 2018; Yoder y Kurz, 2015;
Riddle, 2010), y en algunos paises también se ensefa a nivel preparatoria, por su relacion
con las inecuaciones y la funcién (Beatrice, Amadalo, y Musasia 2015). Entre las
caracteristicas de PL es su utilidad en la toma de decisiones, en areas como finanzas,
marketing, produccion, asignacion de tareas, mezclas y logistica (Taha, 2012; Hiller y
Lieberman, 2010).

Matematicamente, un problema de PL se puede solucionar empleando al menos tres
métodos: el grafico, simplex y solver por Excel. E involucra segin Taha (2012) tres
aspectos: variables a definir, una funcion objetivo que se desea optimizar (minimizar o
maximizar) y un sistema de restricciones que se representan mediante un sistema de
inecuaciones de dos o mas variables. Cuando, se emplea el método grafico se utilizan
gréaficas lineales, para representar y determinar el campo de soluciones; en el método
simplex se utiliza una matriz de coeficientes de la funcion objetivo y de las restricciones, la
cual se soluciona hasta determinar las respuestas al problema; y en el solver con Excel se
usa la herramienta tecnologica una vez se han interpretado las tres caracteristicas
fundamentales dentro un problema de PL.

Un aspecto comun en los tres métodos, es que un problema de PL debe ser
interpretado del lenguaje verbal al algebraico, es decir, se emplea la Modelacion Matematica
como primer recurso para solucionar el problema; y es ahi donde segiin Murphy y
Panchanadam (1999), Riddle (2010) y Stevens y Palocsay (2004) los estudiantes de pregrado
presentan sus primeras dificultades, puesto que en algunas ocasiones los estudiantes no
logran plantear de manera correcta en lenguaje algebraico las restricciones del problema o
identificar la funcién objetivo.
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También, Sole (2016) y Yoder y Kurz (2015) mencionan que los estudiantes
presentan dificultades en la comprension de problemas de PL puesto que se ensefia con alto
enfoque matematico, dejando de lado las aplicaciones de la PL que es segun estos
investigadores es donde se debe fundamentar la ensefianza y aprendizaje de este topico para
generar comprension e interés por parte de los estudiantes, potencidndose desde la
modelacién matematica. Postura con la que, Neidigh y Langella (2020) concuerdan, dado
que enfatizan en la importancia de que estudiantes Ingenieria y Ciencias de Administracion
se relacionen con la PL y que la usen como una herramienta para solucionar problemas reales
y no desde un enfoque matematico. .

Ademas, como docente del curso de Investigacion de Operaciones he notado que en
los problemas de PL los estudiantes se les dificultad la interpretacion del problema a
solucionar. Y cuando abordan el método grafico se les problematiza encontrar la zona de
solucion factible, dado que tienen dificultades para encontrar la interseccion de las
inecuaciones especialmente cuando en la clase se abordan problemas tedricos. En el método
simplex se les dificulta resolver la matriz asociada al problema y cuando se usa solver
solamente se evidencia la interpretacion del problema y la redaccion de las respuestas.

En relaciéon a las caracteristicas de los tres métodos, Kydd (2012) y Fernandes y
Pereida (2018) enfatizan en la importancia y necesidad de explorar el método grafico antes
que otros métodos dado que lo considera como la base para comprender la esencia de la PL,
dado que en este método se sientan las bases de la PL, que permite generalizar el
funcionamiento de dos variables a n variables, en problemas practicos.

En este sentido, las preguntas que dirigen esta revision de literatura son las siguientes:

(Cudles son las investigaciones que se reportan sobre la ensefianza aprendizaje de la
PL?

(Qué vinculo evidencia la literatura en la PL y la Modelacion Matematica?

(Como se podria potenciar el aprendizaje de la PL desde la Modelacion Matematica?

Elementos tedricos

La modelacion matematica en matematica educativa segun Erbasa et al. (2014) puede
comprenderse desde dos perspectivas distintas. En la primera los estudiantes reciben modelos
predeterminados y se espera que apliquen estos modelos a situaciones de la vida real, el
objetivo final es mejorar las competencias de modelado de los estudiantes. En la segunda
perspectiva la suposicion subyacente es que los estudiantes pueden aprender matematica de
manera significativa a través de un proceso de modelado en el que necesitan y descubren
intuitivamente conceptos matematicos mientras abordan una situacion problema de la vida
real.

En ambas perspectivas la modelacion matematica se convierte en una herramienta ttil
dentro de la ensefanza de las matematicas. Por esta razon, investigadores del area de la
Matematica Educativa se han interesado por proponer marcos de referencia para abordar
investigaciones sobre ensefianza y aprendizaje de las matematicas desde la modelacion, entre
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ellos es de interés el modelo tedrico propuesto por Haines, Crouch, Davis (2000) donde
presenta a la modelacion matematica como proceso ciclico que costa de los elementos
descritos en la figura 1. Asi, una caracteristica de este modelo es enfatizan en la necesidad
de reportar los resultados para retroalimentar el modelo (Kaiser, 2020).

Real Formulating N Solving
world model "| mathematics
problem
A
A
Refining p Evaluating Interpreting
model M solution N outcomes

B

y
Reporting

Figura 1. Ciclo de modelacion matematica (Haines et al., 2000)

Metodologia

Para llevar a cabo la revision de literatura se consultaron diferentes bases de datos como por
ejemplo: ISI WEB OF SCIENCE, SCOPUS, SCIMAGO JOURNAL & CONTRY RANK;
SCIENTIFIC ELECTRONIC LIBRARY ONLINE SCIELO ANALYTICS que son
buscadores reconocidos dentro del area de Matematica Educativa. Ademas, se consultaron
revistas de Educacion Matematica For the Learning of Mathematics, Journal of
Mathematical Behavior, Mathematics Education, Educational Studies in Mathematics;
Journal of Mathematical Sciences and Mathematics Education; y journal of mathematics
teacher education. También, se utilizaron buscadores académicos como google académico
y Eric.

Resultados

Como resultado de la revision de la literatura se encuentran las siguientes publicaciones:
Beatrice, Amadalo, y Musasia (2015) presentan una propuesta de ensefianza la PL
empleando el método grafico. Como caracteristica de este trabajo es que usan un grupo de
control para evidenciar la utilidad de la propuesta de ensefianza. Entre los resultados de esta
investigacion se evidencia que el grupo de control mejora respecto a otro y se plantea la
necesidad de que la PL se trabaje no solo a nivel universitario que es lo usual por su presencia
de esta tematica en el curriculo, si no en estudiantes de nivel preparatoria, por su relacion
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que Kenia a nivel preparatoria solo se ensefia las aplicaciones de PL a estudiantes mas
avanzados.

A nivel universitario se encuentran mas trabajos sobre la PL entre ellos el de Sole
(2016) quien reporta que la ensefianza de la PL a través de problemas practicos potencia el
aprendizaje de sus estudiantes. Ademas, la autora menciona que si los problemas se plantean
a través de preguntas abiertas y que puedan ser solucionadas de forma intuitiva potencia ain
mas el aprendizaje, puesto que el estudiante no se ve obligado a recurrir de inicio a
constructos matematicos que se le dificultan y en ocasiones lo alejan de las aplicaciones de
la PL.

Kydd (2012) realiza una investigacion con estudiantes de Ciencias de la
Administracion sobre la ensefianza de la PL método grafico, empleando herramientas como
Power Point para que los estudiantes pueden reconocer elementos, como zona factible y
como estd cambia segin varian las restricciones. Como resultado, de esta investigacion se
evidencia que los estudiantes que trabajaron con tecnologia evidencian mejores procesos de
aprendizaje.

Otros investigadores como Yoder y Kurz (2015) analizan el curriculo enfatizando en
que la PL es un tema pertinente dentro de la ensefianza de las matematicas, dado que
contribuye a la toma de decisiones en areas como la economia, y esta presente en varios
planes y programas de Ingenieras y Ciencias Administrativas. Adicionalmente, reportan que
PL también es util para que los estudiantes mejoren en la modelacion matematica.

Astutik y Fitriatien (2018) realiza una investigacion sobre ensefianza de la PL método
simplex en nivel universitario, empleando herramientas digitales, particularmente usando
MATLAB, que es una herramienta que permite la solucion de matrices de forma interactiva.
Entre los resultados de esta investigacion se destaca que el uso del programa permite una
mejora en la comprension y en la resolucion de problemas de la PL.

Murphy y Panchanadam (1999) estudian formas alternativas de ensenar la
formulacion del modelo de programacion lineal, empleando como referente tedrico la
psicologia cognitiva sobre la formulacion de problemas verbales de algebra. Como resultado
de esta investigacion los investigadores concluyen que los estudiantes tienen dificultades
para formular modelos PL porque no pueden pasar de un problema verbal a un modelo
algebraico.

La investigadora Riddle (2010) y presenta un plan de leccion introductoria para PL,
bajo un enfoque de aprendizaje activo, donde los estudiantes discuten entre ellos lo que estan
haciendo, permitiéndoles formar estrategias para plantar elementos como la funcion objetivo
y las inecuaciones del sistema. Como conclusion de esta investigacion la autora menciona
que esta actividad mejora la interpretacion de los problemas de PL en modelos algebraicos,
sin embargo los datos limitan el analisis de la solucion de los problemas.

En la misma linea de Murphy y Panchanadam (1999) y Riddle (2010) que centran su
atencion en la interpretacion del problema PL en modelo algebraico, Stevens y Palocsay
(2004) propone desarrollar una representacion del problema en términos de cantidades
medibles que luego pueden traducirse, mediante la aplicacion de una regla explicita, al
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algebraico. Como resultado de este estudio los investigadores mencionan que con el uso de
esta metodologia los estudiantes pueden mejorar sus habilidades en el modelado de los
problemas.

Neidigh y Langella (2020) proponen un problema de distribucion, el cual es
presentado desde una perspectiva realista, dejando ver a los estudiantes las diferentes
caracteristicas que tiene un problema de PL y como este puede ser modelado mediante la
PL. Los investigadores sefialan que este tipo de actividades mejoran la comprension de la
PL, dado que les permite conocer la aplicabilidad del tema y no se ve este objeto matematico
como algo aislado y sin uso.

Hosein, Aczel, y Clow (2006) realizan un estudio sobre la ensefianza y aprendizaje
de la PL en EEUU y en Reino Unido, y como los profesores incluian o no la tecnologia en
sus practicas de ensefianza. Como resultado de este estudio concluyeron que los docentes de
Reino Unido utilizaban mas facil un software como solver que un software matematico,
mientras los profesores de EEUU era mas tedricos, utilizando otros recursos como lapiz y
papel, todo esto para generar comprension en los estudiantes.

Por otro lado, Bixby (2012) presenta una breve historia de la PL donde da a conocer
algunos aspectos que incidieron en el desarrollo de la PL método simplex. En esta
investigacion se reportan los alcances de la PL los sucesos que dieron a esta temética y los
problemas que resolvian. Ademas, presenta su relacion con tecnologia y como esta se
convierte en una herramienta 1til para solucionar problemas de esta indole.

Las anteriores publicaciones tienen como caracteristicas que fueron presentadas en
revistas de habla inglesa. A continuacion, se presentaran otros resultados de la revision de
la literatura pero en espafiol.

Ramoén (2018) presenta una propuesta de ensefianza de la PL método grafico y
simplex a estudiantes de secundaria empleando la pagina PHP Simplex y usando como
referente tedrico la teoria de aprendizaje situado. Como resultado de esta investigacion la
autora menciona que los estudiantes manifiestan que les gusta esta dindmica de aprendizaje
puesto que les permite comprender aspectos como sistemas de ecuaciones, sistemas de
inecuaciones y las aplicaciones de la PL.

Lopez y Sanchez (1999) dan una conocer una investigacion donde reflexionan sobre
el uso de la tecnologia en la ensefanza de la PL en cursos de administracion de empresas.
Como conclusion de esta investigacion los autores mencionan que los recursos informaticos
da respuesta a las necesidades del administrador, sin embargo no se genera comprension de
lo que se esta realizando y de los constructos matematicos detras de PL. En sintesis el uso
de ordenador es practico, pero no se genera comprension.

También entre los resultados de esta revision de literatura en espafiol se encontraron
algunas tesis de maestria de universidades en paises como Colombia, Ecuador y Peru de
estudiantes de programas de didactica de las matematicas y educacion matematica. Lo
anterior, evidencian que desde la matematica educativa hay un creciente interés sobre
investigar sobre la ensefianza y aprendizaje de la PL.
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Reflexiones finales

A partir de la revision de la literatura especializada, es decir, publicaciones en revistas de
prestigio podemos concluir que la investigacion sobre ensefianza y aprendizaje de la
programacion lineal es relativamente poca, y la gran mayoria de lo que se ha realizado no es
propuesto directamente desde la Matematica Educativa si no desde otras areas de estudio
como la educacion en ensefianza de las ciencias de administracion y ensefianza de la
ingenieria. Sin embargo, al revisar literatura en espafiol y publicaciones en revistas
latinoamericanas se evidencia mas investigaciones desde el area de Matematica Educativa
pues se puede apreciar que desde el area de educacion matemadtica se estan realizando
investigaciones de esta indole, pero es bajo la modalidad de trabajo de grado, lo que estaria
pendiente es que se realicen publicaciones en revistas indexadas.

Respecto a la relacion entre modelacion matemadtica y la investigacion sobre la
enseflanza y aprendizaje de la PL se encuentra muy poco, a pesar que desde una mirada
generar de la PL se evidencia su vinculo con la modelacion. Sin embargo la investigacion de
Yoder y Kurz (2015) es un resultado importante de la revision de la literatura puesto que nos
brinda reflexiones importantes respecto a la viabilidad de investigar la PL desde la
modelacién matematica.

Por ultimo, consideramos que la posibilidad de potenciar la ensefianza y aprendizaje
de la PL es viable y puede dar resultados significativos, por los siguientes aspectos. El
primero es las aplicabilidad de la PL dentro de distintos campos lo que desde la modelacion
matematica puede ser ampliamente explotado. El segundo, es que la PL se compone de
diversos objetos matematicos, que de manera individual han sido investigados usando la
modelacion matematica lo cual hace interesante su estudio articulado haciendo uso de la
modelacién matematica. El tercero, es que la modelacion matematica a demostrado ser un
recurso util para la mejora de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, lo
que lo convierte en una herramienta 1til para abordar cualquier nocidbn matematica en este
caso la PL.
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Crecimiento poblacional como Contexto problematico para la
modelacion: Reflexion docente sobre experiencia en aula

Aldo David Moreno Habana

Universidad de Quintana Roo e
Instituto Tecnologico de Chetumal

Fundamento Tedrico

Aunque no es muy dificil darse cuenta de que las matematicas son una de las areas con
mayores problemas en lo que respecto a su aprendizajes, desde niveles basicos hasta
superiores; muchos investigadores han realizado investigaciones que lo evidencian.

Uno de los factores que han provocado que lleguemos a esta situacion es el desempefio
docente y el enfoque didactico con base en el cual se eligen las estrategias y actividades para
enseflanza y aprendizaje.

A grandes rasgos, la National Council of Teachers of Matematics expone que los

enfoques de ensenanza de las matematicas se pueden separa en dos tipos: Tradicionales y
Humanistas.
Los enfoques tradicionales se caracterizan por presentar a las matematicas con problemas
cerrados, estrategias de ensefianza centradas en algoritmos y conceptos formales de la
matematica. Esto deja poco clara la relacion entre los contenidos de las asignaturas de
matematicas y la vida diaria.

Por otro lado, los enfoques humanistas privilegian la relacion entre el contenido de la
asignatura y la vida diaria o profesionista del estudiante. Este tipo de trabajo potencia el
desarrollo de aprendizajes significativos por parte de los estudiantes; o dicho en otras
palabras, ayuda a evitar preguntar como /Esto para que me va a servir?.

Dentro de los enfoques humanistas, se encuentra el de modelacion matematica, el cual
se caracteriza por enfrentar a los estudiantes a problemas abiertos y poco estructurados. Este
tipo de actividades requieren que el alumno tome decisiones, defina un plan de analisis, lo
desarrolle y lo ponga a prueba. Cabe comentar que dichos problemas provocaran de forma
implicita el uso de conceptos y herramientas matematicas, lo que dara la oportunidad de
analizar las propiedades de dichas herramientas y conceptos.

Para que ese tipo de enfoque y estrategias tenga buenos resultados, el papel del
docente es fundamental. El profesor ya no es responable de la exposicion de algoritmos o
definicidon abstracta de conceptos, sino que debe promover la discusion entre las distintas
estrategias que los estudiantes proponen, asi como guiarlos en la abstraccion y generalizacion
de dichas estrategias.
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Descripcion de Experiencia en Aula

Con base en mi experiencia docente, considero que el enfoque de modelacion matematica
promduce mejores resultados que el tradicional, por lo que a lo largo de varios afios he
buscado adoptarlo de la mejor manera. La conversion de un enfoque a otro no es sencilla,
hay muchos aspectos en los que se debe prestar atencion.

Uno de los puntos en los que se debe de trabajar es el tipo de planteamientos a los que
se les debe enfrentar a los estudiantes. No existen muchos libros en donde se expongan
contextos para ser aplicados por estos enfoques, por lo que he ido desarrollando
planteamientos de contextos problematicos, entre ellos el crecimiento poblacional.

He encontrado que el fendmeno del crecimiento poblacional permite se disefien
planteamientos problematicos con potencial didatico que lleven al estudiante a usar
conceptos como proporsiones, progresiones, funciones, ecuaciones, correlacion, regresion,
derivacidn, integracion y ecuaciones diferenciales; lo cual permite que puedan ser utilizados
en cursos de asignaturas como Célculo Diferencial e Integral, Bioestadistica y Matematicas
Generales.

He encontrado que el tipo de planteamiento problematico que se muestre a los
estudiante respecto al fendmeno de crecimiento poblacional puede afectar al tipo de
pensamiento quedesarrolle. Por lo que se debe prestar atencion a dichos planteamientos, de
forma que el docente prevea qué resultados quiere obtener.

Los resultados que propongo compartir es el tipo de respuestas que se provocan en
los estudiantes segun los planteamientos que se hagan. Cabe comentar que los
planteamientos problematicos he desarrollado lo he aplicado en grupos del primer afio de
licenciatura; especificamente en licenciaturas del area de ciencias de la salud.

He llegado a la conclusion que el rol del docente, dentro del enfoque de modelacion
matematica, no solo se reduce al acompafiamiento que se le da al estudiante en su proceso de
aprendizaje; sino que ademas su actividad empieza desde el momento en el que se proponen
las actividades que conformaran la experiencia.
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Proporcionalidad Directa con un Factor Fraccionario

José Luis Escobar Ignacio

Universidad Autonoma de Guerrero
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Compartimos una experiencia de aula con dos estudiantes de secundaria, desarrollada durante
la contingencia sanitaria. Se trabajo con proporcionalidad directa con factor fraccionario
haciendo que los participantes vivieran la actividad de pintar banderas armando su propio
color. Los estudiantes evidencian su razonamiento covariacional lineal y la modelacion les
amplia su vision sobre el uso de proporcionalidad en diversas actividades cotidiana.

Palabras Clave: Proporcionalidad directa, covariacion lineal, factor fraccionario

Desde nuestra experiencia profesional en el nivel basico, consideramos importante que el
alumnado tenga concepciones reales y no erroneas de los conceptos involucrados con la
proporcion directa. Coincidimos con Sanchez (2013) respecto a que el uso adecuado de
definiciones de razones, proporciones y proporcionalidad, en un contexto o situacion, facilita
la comprension de cualquier problema asi como su solucion. Segun Lesh, Post y Behr (1988),
el razonamiento proporcional permite estudiar situaciones de variacion, cambio Yy
covariacion asi como “la capacidad de procesar y almacenar mentalmente varias piezas de
informacion” (p.93, citado en Sanchez, 2013a) mediante métodos del pensamiento
cuantitativo asi como del cualitativo. Para desarrollar este tipo de razonamiento, varias
investigaciones coinciden en que es necesario apoyarse en el conocimiento intuitivo de los
alumnos (Ben-Chaim, el al.,1998; citado en Silvestre & Da Ponte, 2011) con el fin de
cuestionar posibles concepciones falsas que los llevan a involucrar proporcionalidad en
fendmenos que no lo son.

Streefland (1984) afirma que el aprendizaje de las razones y las proporciones es un
proceso de largo plazo que comienza con una comparacion cualitativa donde se las
reconozca; ademads, hace uso de recursos didacticos (figuras, dibujos, expresiones) que
favorecen el desarrollo de patrones perceptuales” (citado en Ruiz & Valdemoros, 2000) v,
sugiere los nifios podrian reconocer mejor las proporciones a través de tareas que sean
significativas, Utiles y reales para ellos” (citado en Sanchez, 2013, p 69).

Nos cuestionamos entonces sobre si invitando a estudiantes de primer afno de
secundaria a jugar el rol de pintores y decidir sobre la cantidad de pintura que tienen que
producir mezclando dos colores para obtener el color necesario, propiciariamos el desarrollo
de su razonamiento covariacional lineal asi como ampliar su panorama matematico.
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Marco Tedrico

En esta experiencia de aula involucramos la modelacion matematica para generar la situacion
de aprendizaje asi como el desarrollo del razonamiento covariacional para analizar la
apropiacion de proporcionalidad directa con factor fraccionario en estudiantes de secundaria.

El uso de tablas de datos para organizar la informacion y representarla en un gréafico
cartesiano seran medios para propiciar el desarrollo del razonamiento covariacional. Con
ello, dar evidencias del analisis y comprension de los participantes, observando el cambio
que existe y como varian las magnitudes de manera simultanea, (Thomson & Carlson, 2017).

Es importante conocer como los estudiantes puedan encontrar las relaciones entre las
cantidades, de acuerdo al analisis empleado, deben llegar a la resolucién del problema,
pensando de manera empirica o heuristica en algin momento (Rueda & Parada, 2016). Es
indispensable que el estudiante pruebe sus ideas y al manipular las cantidades, repita para
que de manera autdbnoma pueda llegar a una refutacién o bien valide por medio de la
experimentacion sus ideas.

Por otra parte, la modelacion matematica, como propuesta metodoldgica de trabajo,
propicia la vinculacion entre actividades cotidianas y escolares ya que muchas situaciones en
la vida cotidiana del estudiante requieren alguna solucion matematica (Biembengut & Hien,
1999).

Con el desarrollo del proyecto, la intencion es propiciar la modelacion de situaciones
reales o cotidianas de los estudiantes propiciando la capacidad de relacionar lo que se vive
en la escuela con alguna actividad o problema surgido en su vida diaria.

Metodologia

Para desarrollar esta experiencia de aula se siguieron las fases de la Ingenieria didactica
(Carnelli & Marino, 2006), a las que nos referiremos de manera sintética en este reporte.

Contexto y participantes

Debido a las limitantes emergentes de la contingencia del COVID-19, las actividades se
planearon para 2 alumnos de secundaria. El trabajo fue presencial, pero con estrictas medidas
de precaucion tale como: distancia delimitada de 2 m, trabajo individual durante toda la
sesion, uso de cubrebocas y gel antibacterial.

Los alumnos, (Alumno Y, Alumno J) cursan el primer grado en la Escuela Secundaria
Gral. Rubén Mora Gutiérrez, de la comunidad de Las Vigas Municipio de San Marcos Gro.
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Analisis Preliminar

En cuanto a la dimension diddctica, se analiz6 el libro de texto que utilizan los estudiantes
de la secundaria involucrada en esta experiencia, para tener pautas para el disefio de
aprendizaje. En particular, revisamos el tipo de problemas que se proponen para
“proporcionalidad directa” utilizando los constructos tedricos: Problemas convencionales
(PC) que se caracterizan por ser cerrados tanto en el procedimiento, como en la solucion y
no le permiten al alumno indagar para resolverlo y Problemas de Modelacion Matematica
(PMM) cuyos planteamientos no muestran en su totalidad los datos para resolverlo, sino que
el estudiante puede encontrar diversos procedimientos y diferentes soluciones, donde sus
referencias son situaciones de la vida real (Valencia & Valenzuela 2017)

Observamos que la mayoria de los problemas propuestos por Carrasco y Martinez
(2014) son del tipo PC, generalmente de valor faltante y llenado de tablas de datos. Algunos,
propician utilizar distintas representaciones de la proporcionalidad directa como tablas de
datos, donde se hace un registro de la variacion y de como ocurre.

En cuanto a la dimension epistemologica y cognitiva, nos apoyamos en la revision de
reportes de investigacion mencionados.

Diserio de aprendizaje

Tema Leccion Eje Contenido Aprendizaje esperado

Proporcionalidad | Proporcionalidad | Manejo de | Identificacion y resolucion de | Extender el uso de la

y Funciones Directa con un | la situaciones de proporcionalidad | proporcionalidad directa en
Factor informacion | directa de tipo “valor faltante” en | actividades cotidianas
Fraccionario diversos contextos, con factores

constantes fraccionarios.

Momento 1 Momento 2 Momento 3

Video introductorio Mezcla de pintura Combinacion de distintos tonos

e Ejemplo, tablas de |e Problema: pintar bandera de México o de Brasil | e Pregunta:

datos e Comparacion de trabajos o ¢Cémo creen que pueden

representar la variacion o
cambio de las cantidades de

e Preguntas:
o (Qué tipo de

e Preguntas:
o ¢Qué cantidad de color azul y amarillo usaste

del cambio que ocurre?

amarilla necesitarias?

proporcionalidad se para la combinacion? pintura?
observa en las tablas? o Utilizaste esas cantidades para 1 bandera y si te ¢ Tabla de datos
o (Qué puedes observar solicitaran 2 banderas ;Cuanta pintura azul y e Grafica

e Preguntas:

(En qué otras o (Y para 5 banderas? 0¢Coémo es la variacion del
situaciones de la tu e Tabla de datos color que te corresponde?
vida cotidiana se e QGrafica oSi unes los puntos de la
presenta la e  Preguntas: grafica ;Qué se forma? ;Por
proporcionalidad o (Qué tipo de proporcionalidad se observa en la qué?
directa? actividad que realizaste? ;Por qué? ©¢Qué¢ puedes decir de la
o ¢(Coémo varia la cantidad de pintura azul y sesion de hoy?
amarilla con respecto a las banderas | ©¢Donde se puede ver
solicitadas? representada la
o ¢Consideras buena la idea de representar de proporcionalidad directa en

esta forma la proporcionalidad directa?

tu vida diaria?

-
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Se realiz6 también el analisis a priori, mismo que no presentamos en este reporte, en el cual
so6lo compartimos una relatoria de la experiencia de aula ya que el analisis a posteriori esta
en proceso.

Recoleccion de Datos

Se recolectaron los datos mediante la grabacion de voz asi como fotos de cada episodio que
revele evidencia interesante a la experiencia. Se escanearon las producciones escritas de cada
estudiante y se transcribieron los extractos identificados en el andlisis de las grabaciones.

Relatoria de la experiencia

Momento 1

Se inicid la actividad analizando un video de coémo identificar la proporcionalidad directa e
inversa, sus caracteristicas y diferencias. Se mostraron tablas de datos, una de compra de
refrescos y otra de un artesano de sombreros, como repaso del tema que ya conocian. Luego
de unos minutos de analisis, se les cuestiond sobre el tipo de proporcionalidad que observan
y si pueden cuantificar el cambio. Encotramos claridad en sus ideas ya que reconocen las
variables involucradas y como cambian. Al cuestionar sobre otras actividades donde se
presenta la propocionalidad directa, los estudiantes dan mas ejemplos de compra y venta, no
logran imaginar otro contexto confirmando lo esperado.

Momento 2

Los estudiantes comienzan a realizar sus combinaciones de colores midiendo la cantidad con
las jeringas.. Utilizando una jeringa por color, se les solicita que utilicen s6lo 5ml (una jeringa
completa) entre los dos colores ya que inicialmente utilizan toda la jeringa (10ml). Esto les
lleva a trabajar con “parte-todo” generando un acercamiento a cuanto falta en un color al
decidir la cantidad del otro (Figura 1). Aparecen asi mitades y cuartos en sus mediciones
(Extracto 1).

1

Fig. 1: Intentos de los alumnos para conseguir el tono correspondiente.
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Extracto 1: Prueba y error para lograr color verde
Profesor: {Qué cantidad de color azul y amarillo usaste para la combinacion?

Alumno Y: (bandera de Brasil) primero tomé 3 %de amarilla + 1%de azul, pero me dio un tono
mas fuerte, después aumenté el amarillo y baje el azul a 3 % de amarillo a 1 ide azul, pero
no cambid mucho, asi que lo hice de nuevo, pero ahora 4ide amarilla + %de azul y fue
donde sali6é un color similar a la bandera de Brasil.

Alumno J: (bandera de México) primero utilice 3%de azul + 1%de amarilla, pero el me salid

. 1
como un verde oscuro pero azulado, entonces lo hice de nuevo con ZEde azul +

2 % de amarilla y me salié un tono muy parecido al de la bandera de México.

Lograda la mezcla y haber pintado la bandera correspondiente se los cuestiona sobre la
cantidad de pintura que necesitarian para pintar 2 banderas. Se observa que ambos estudiantes
duplican la cantidad de cada “parte” para lograr el doble del “todo”, manteniendo sus datos
como numeros mixtos (Extracto 2).

Extracto 2: Mas banderas — mas pintura
Profesor: ... site solicitaran 2 banderas ;Cuanta pintura azul y amarilla necesitarias?

Alumno Y: en mi caso 8 % de amarilla + 1 % de azul, darian los 10 ml para las 2 banderas.

Alumno J: yo ocuparia 5 ml de azul + 5 ml de amarilla.
Profesor: ;y para 5 banderas?

Alumno J: 12 %de azul + 12 % de amarilla.

Alumno Y: 21ide amarilla + 3 %de azul.

Se les solicita organizar sus datos en una tabla y graficar los puntos correspondientes a
la cantidad de banderas. Ambos, unen los puntos con una linea utilizando el color
correspondiente (Figura 2). Reconocen que se trata de una proporcionalidad directa “porque
cuando incrementa el numero de banderas, también incrementa la cantidad de pintura”
(Alumno Y) y que ambas cantidades aumentan a ritmo constante (Extracto 3).

Extracto 3: Razén de cambio constante
Profesor: ;Como varia la cantidad de pintura azul y amarilla con respecto a las banderas solicitadas?

. 1 . . ,
Alumno J: en mi caso, va aumentando 2 > de pintura tanto amarilla como azul por bandera.

Alumno Y:y yo es de 4% de amarilla y %de azul, es lo que aumenta por cada bandera.

En la discusion de sus producciones, sobre la cantidad de pintura utilizada, el Alumno
Y comenta que “es mas facil ver el crecimiento en la grafica” en tanto que el Alumno J
expresa que “la tabla de datos se me hace mas facil ver como va aumentando”. Al indagar
sobre coOmo interpretan sus graficas se percibe que las describen desde la razon de cambio
(Extracto 4).
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Fig. 3: Representaciones de los datos

Extracto 4: Razén de cambio como explicacion.
Profesor: ;Por qué crees que tu grafica tiene ese comportamiento?
Alumno Y: en mi caso la grafica azul, esta mas inclinada porque tiene menor cantidad de
pintura y la amarilla esta mas acostada porque tiene mayor cantidad de pintura.
Alumno J: en el mio pasé algo raro, las dos graficas pasan por los mismos puntos, pero

ya sé por qué, es que siempre tienen la misma cantidad de pintura.

Ante la tarea de pintar 50 banderas, los estudiantes generan diferentes estrategias.
Alumno J lo razona desde una progresion aritmética donde va manipulando la particion
requerida siendo “la suma” la operacion imperante. El Alumno Y, en cambio, utiliza una
relacion proporcional (Extracto 5).

Extracto 5: Estrategias para predecir cantidad de pintura

Profesor: ... si se te solicitan 50 banderas ;como calcularias la cantidad de colores utilizada
de una manera sencilla?

Alumno J: (bandera de México) son muchas operaciones, por ejemplo, yo para llenar la tabla,

primero hice desde la bandera 1 hasta la 5 sumandole 2% por cada bandera que
incrementaba, para saber cuanta cantidad ocupo para 10 banderas, pues solo miré
cuanto ocupé para 5 banderas, que en este caso fue 12; entonces el doble de 12; es

25 enteros, asi encontré la cantidad que iba a utilizar, para 20 banderas pues serian 50
enteros porque es el doble de 10 banderas y para 50 banderas pues a la cantidad de
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que ocupo para 20 banderas le sumaria lo que ocupo para 5 banderas y eso lo
duplicaria, pero es mucho profe.

Alumno Y: (bandera de Brasil), yo s€¢ como hacerlo mas facil y rapido, con la regla de 3, asi
llené la tabla, primero converti la fraccion a decimal y luego use laregla de 3 y después
volvi a convertir de decimal a fraccion, ya tengo el resultado para 50 banderas yo

ocupo, 212 %de pintura amarilla y 37% de pintura azul.

Momento 3
Se les solicita a los alumnos que logren 8 tonos de verde, usando s6lo 5 ml de pintura para

cada tono, es decir, correspondan a una jeringa. Al Alumno J se le solicité que comenzara
con un tono de verde oscuro y llegara a uno mas claro; y, que luego, graficara solamente el
incremento de la cantidad de pintura amarilla. E1 Alumno Y tenia que iniciar con un tono
verde claro y lograr un verde oscuro o intenso; y, luego, graficar solamente el incremento de
la cantidad de pintura azul.

. . . 2
El Alumno Y (pintura azul) menciona: “va incrementando L por cada tono” y que su

grafica es una linea “porque se van incrementando con la misma cantidad de pintura”
(Figura 4).

B
Fig. 4: Produccion del Alumno Y

Por su parte, el Alumno J (pintura amarilla) comenta que: “va aumentando % por cada

tono” y explica que “aumenta la misma cantidad de pintura, por eso se forma la linea”
(Figura 5).

Fig. 5: Produccion del Alumno Y

En la actividad ambos estudiantes incrementan la cantidad de pintura utilizando la mitad de
la jeringa generando asi una proporcién directa. En cuanto a sus procedimientos vemos que
hubo diversidad. Uno de ellos utiliza procedimiento matematicos estudiados en el aula, y el
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otro resolviendo de manera empirica, trabajando con la heuristica y el conocimiento
divergente. Ambos utilizaron saberes matematicos que sintetizamos en la Figura 6.

Proporcionalidad
Directa con factor

Fraccionario

Fig. 6. Esquema de saberes Matematicos detectados

Discusion y Conclusiones

Consideramos que el desarrollo de esta experiencia de aula nos da evidencia de que los
estudiantes, de primer grado de secundaria, no tuvieron dificultades para trabajar la
proporcionalidad directa con el factor fraccionario. Ademas, ampliaron sus ideas en cuanto
a identificar distintas situaciones de su vida cotidiana, donde se requiere el uso de
proporcionalidad directa y no solo en la compra-venta de productos como lo mencionaron en
el momento 1. Efectivamente, al cierre del momento 3, mencionaron otras actividades
cotidianas donde se percibe la proporcionalidad directa (Extracto 6).

Extracto 6: Otras actividades cotidianas que involucran proporcionalidad directa

Profesor: { Dénde se puede ver representada la proporcionalidad directa en tu vida diaria?

Alumno Y: en este caso seria si trabajo de pintor, pero fijese profe pensandolo bien, en un
Derby de gallos hay mucha proporcionalidad directa.

Profesor: {Por qué?

Alumno Y: es que mire, el Derby es de 4 gallos por partido, entonces, entre mas partidos
lleguen, aumenta 4 veces el numero de gallos, también, por ejemplo, la inscripcion
al torneo digamos que es de $3000, por cada partido que llegue son $3000 mas
acumulados al premio y también por cada 2 partidos que lleguen es una pelea mas
para el torneo.

Investigar, documentarse, realizar una buena fundamentacidén, tanto tedrica como
metodoldgica, son puntos claves para el logro de los objetivos de un proyecto de ensefanza.
Durante la aplicacion de la actividad los estudiantes lograron un razonamiento proporcional,
que les ayudo a solucionar los problemas en turno, ddndonos la oportunidad de conocer a las
personas por medio de sus formas de pensar, de analizar y de resolver una situacion.

La experimentacion con la pintura generé alumnos motivados, comprometidos,
buscando diversas soluciones a los problemas, haciendo conclusiones acertadas, cumpliendo
con el objetivo que era expandir la relacion de la proporcionalidad directa con diferentes
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actividades o labores en sus vidas y sobre todo, escuchar que estan planeando aplicar la
proporcionalidad directa en otras actividades.

Por otro lado, nos deja reflexionando sobre invitar a los estudiantes a cuestionarse
sobre la proporcion de colores entre si, lo cual generaria otro tipo de covariacion que
profundizaria sus conocimientos de proporcidn directa (covariacion lineal) desde la otredad,
la dilusion que propicia reflexionar sobre covariacion logaritmica exponencial, ausente en el
nivel secundaria.
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El Modelo Educativo de la Educacion Media Superior (EMS) vigente, puede considerarse
que no responde con las necesidades presentes ni futuras de los jovenes, en el sentido de que
la ensefianza es dirigida por el profesor, ddndole prioridad a la acumulacion de conocimientos
de forma homogénea y no al logro de aprendizajes significativos; por lo que se producen
conocimientos aislados con poca aplicabilidad, relevancia, pertinencia y vigencia en la
cotidianeidad de los estudiantes, derivando en aprendizajes poco profundos y sin importancia
para ellos, lo que conlleva que estudien sdlo para pasar las evaluaciones y luego de esto
olvidan los contenidos estudiados (SEP, 2018). Debido a esto, en la EMS existe una
desconexion entre la curricula de la materia y la manera en la que en realidad se imparten las
clases, especificamente en los planteles de la Unidad de Educaciéon Media Superior
Tecnolodgica Agropecuaria y Ciencias del Mar (UEMSTAyCM), se incluye en el curriculo la
asignatura denominada “Modulo profesional”, orientada en su mayor parte mediante
practicas de su especialidad. Durante la experiencia de 9 afos, de la primera autora de la
propuesta, como docente de EMS en el bachillerato tecnologico agropecuario al trabajar con
alumnos en la materia de calculo diferencial, se ha observado que estdn acostumbrados a una
ensefianza algoritmica y memoristica. Esta forma de proceder, no manifiesta un
razonamiento por parte del estudiante, ni un entendimiento de lo que plantea un problema, ni
tampoco de lo que significa su solucion. Esto, particularmente, acarrea la dificultad de
entender el concepto de derivada para utilizarlo de manera efectiva en la resolucion de
situaciones contextualizadas de su érea.

Lo anterior pone de manifiesto la necesidad de entender que los alumnos poseen
distintos perfiles y habilidades que se requiere potenciar al centrarse en su pensamiento e
intereses para que ellos mismos construyan su conocimiento, €s por esto que se pretende
motivar el surgimiento del sistema conceptual asociado a la derivada mediante proponer un
diseno de una secuencia centrada en la modelizacion, utilizando situaciones enfocadas a su
ambiente contextual, que es el agropecuario, tratando de emular la clase de calculo diferencial
a la clase de modulo profesional, pretendiendo obtener resultados similares de
aprovechamiento teniendo como base los propdsitos de la EMS.
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Por tal motivo, se ha disefiado una secuencia de desarrollo de modelos en contextos
agropecuarios, con los cuales los estudiantes estan familiarizados de forma natural en sus
ambientes culturales y sociales, con lo que se espera que les facilite y les permita el
tratamiento de situaciones mediante la modelizacion matematica para lograr que surja la
necesidad de adquirir un conocimiento nuevo que, posteriormente, sea revisado y refinado
para llegar a la construccion del sistema conceptual asociado a la derivada y de esta manera
pueda ser generalizado y utilizado para resolver distintas situaciones de su entorno. En
concordancia con Niss et al. (2007), que sitian a la modelizacion como una estrategia y
alternativa para establecer una conexion entre el mundo real y el mundo matematico mediante
interacciones con un area practica de cualquier disciplina, que es relevante para un problema
en particular, y “puede ser iterado varias veces, sobre la base de la validacion y evaluacion
del modelo en relacion con el dominio, hasta que las conclusiones resultantes relativas sean
satisfactorias para el proposito de la construccion del modelo” (p. 4).

El proposito de esta ponencia es presentar el disefio de una secuencia de desarrollo de
modelos, situada en un contexto agropecuario con la intencion de provocar el surgimiento
del sistema conceptual asociado a la derivada en estudiantes de un bachillerato tecnologico
agropecuario.

Con esta propuesta se pretende beneficiar a los estudiantes, al incluir de manera
sistematica, actividades de modelizacion matematica con la consideracion de que la
enseflanza - aprendizaje desde la modelizacion, es una manera dindmica y pragmatica de
introducir el significado de la derivada, utilizando un contexto cercano a ellos y de su interés.
Mediante este tipo de actividades se espera encaminarlos para que vayan construyendo,
revisando y refinando el concepto de derivada hasta lograr la comprension del significado y
los elementos que conlleva su sistema conceptual asociado, tales como limite, incremento,
variacion, entre otros, con lo que se propiciaria que pudieran aplicar y resolver problemas
situados en un entorno agropecuario.

Revision de literatura sobre la introduccion de la derivada

Para Gutiérrez Mendoza, Buitrago Aleman y Ariza Nieves (2017), el calculo diferencial es
un area de las matemadticas que mads aplicaciones tiene en cuanto a problemas reales,
principalmente en la ingenieria, ya que estos conocimientos los aplican en célculos de
cantidades o magnitudes para resolver los requerimientos de un determinado problema. De
igual manera, comentan que las funciones, las razones de cambio y la forma de interpretar y
relacionar las variables que intervienen, también son fundamentales como herramientas
requeridas para reconocer e interpretar datos matematicamente y explicar los procesos que
se llevan a cabo durante la resolucion de un problema donde interviene el cambio en sus
variables, reconociendo sus propiedades para ser capaces de desarrollar el pensamiento
variacional y discernirlas en problemas que se ven afectados a cambios segun las diferentes
condiciones del entorno.
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Para Gutiérrez Mendoza et al. (2017), la importancia de sehalar que las estrategias
didacticas utilizadas en las aulas tienen una gran influencia en el aprendizaje del calculo y
cualquier otra area, ya que “pueden convertirse en experiencias positivas o negativas para los
estudiantes” (p. 139), lo que repercute en el entendimiento correcto del concepto de derivada
para una futura aplicacion, o en el problema que se genera al no tenerlo claro.

Debido a que la variacion se toma como un proceso en el andlisis de cambio
instantdneo y cambio promedio a los que se asocian procesos de la naturaleza, y el concepto
de derivada a través de su estudio en relacion al andlisis de fendmenos en los que conllevan
un cambio, han permitido la caracterizacién y representacion matematica de distintas
situaciones problematicas generadas a partir de un contexto sociocultural, y que se pueden
describir de una manera tanto cualitativa como cuantitativa (Gutiérrez Mendoza et al. 2017).
Pero al momento de que se les requiera a los alumnos resolver un ejercicio no rutinario, se
complica la situacion, debido a que lo mas seguro es que al estudiante se le presenten
situaciones donde tenga la necesidad de utilizar diferentes representaciones y transitar de
unas a otras para poder llegar a la resolucion de un problema (Hitt, 2005). En la secuencia
que se propone en este trabajo se busca propiciar diferentes representaciones y la fluidez
entre el paso de una a otra.

Por su parte, Gutiérrez Mendoza et al. (2017), proponen el uso de métodos heuristicos
y modelacion matematica para interpretar los diferentes cambios entre magnitudes muy
pequefias, ayudando con esto a los alumnos a comprender, interpretar y analizar un problema.

Para crear las condiciones académicas que favorezcan el proceso de ensefianza —
aprendizaje acorde a esta época de cambios y avances tecnoldgicos, principalmente en
matematicas, debido a que en todas las carreras se contempla esta area, existe la tendencia de
utilizar las TICs para abrir camino al desarrollo social, cultural y educativo, teniendo en
cuenta que “el cambio se debe dar en las formas de transmitir los conocimientos, en las
formas de conocer, de actuar y de ensefiar, de modo que el estudiante aprenda de manera
activa y participativa” (p. 142).

Las ideas de variacion y covariacion ya no se ajustan a los valores de las variables de
la definicién de funcidn de hoy en dia, ya que se establece en términos de pares ordenados y
productos cartesianos, que es la definicion de Dirichlet, segiin hacen referencia Thompson y
Carlson (2017). También, ellos mencionan que Kaput (1994) “argument6 que las
concepciones emergentes de los valores de las cantidades que varian continuamente eran
fundamentales para la aparicion del calculo como cuerpo de pensamiento” (p. 422).
Thompson y Carlson (2017), comentan que Freudenthal externé que los estudiantes no son
capaces de desarrollar significados con variables, sin tener primero la idea de que las
variables varian. Sefialaron que las variables vistas como concepciones estaticas, son el
origen de muchas dificultades por parte de los estudiantes para el uso del calculo para
modelar fenémenos fisicos.

Siguiendo a estos autores, en el disefio de la secuencia que se propone se busca
desarrollar un entendimiento previo en los estudiantes al proponer situaciones concretas y
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Estas formas de pensar sobre la tasa de cambio, la funcion y la covarianza no son esenciales
para que los estudiantes tengan éxito en los cursos de calculo que enfatizan la memorizacioén
de procedimientos y reglas, pero tales cursos no tienen ningun significado inherente para los
estudiantes con respecto a la construccion de una base conceptual.

Elementos metodolégicos para conducir experimentos de disefio para la ensefianza

Acorde a lo tratado anteriormente, en este trabajo se propone una metodologia de tipo
cualitativa, pretendiendo tomar como sustento la Investigacion Basada en el Disefio [IBD]
(Bakker y van Eerde, 2015; Molina, Castro y Castro, 2006).

Para la IBD, las innovaciones educativas son el centro para el disefio y exploracion
de actividades, tomando en cuenta el uso de artefactos dentro de esas innovaciones para una
mejor comprension del proceso de aprendizaje. Ya que esta metodologia se basa en el diseio,
desarrollo y refinamiento de un producto o un proceso a través de ciclos iterativos, mediante
observacion, analisis y redisefio incluyendo fundamentos tedricos y, pretende comprender
las relaciones entre la teoria educativa, la practica y los artefactos educativos, considero que
es una metodologia adecuada para el disefio de la secuencia de actividades que se realizara,
ya que al tomar como escenario un contexto agropecuario para llevar a cabo las practicas y
debido a que es un campo poco explorado en este sentido, y bajo estas circunstancias, se
requiere introducir algo de innovacion y mostrar la utilidad de los contenidos que se estan
enseflando mediante la realizacion de practicas en lugares y con objetos con los cuales los
alumnos estén familiarizados.

La IBD es una metodologia apropiada para la realizacion del experimento de
ensefianza que se pretende llevar a cabo a futuro. Esta consta de las siguientes fases:
preparacion y disefio, experimento en el aula y andlisis retrospectivo. Sin embargo, en esta
ponencia solo se abordara la primera fase. La poblacion para la cual se disei6 la secuencia y
se espera implementarla es un grupo de alumnos de cuarto semestre de la carrera de técnico
agropecuario.

Disefio de la secuencia de desarrollo de modelos (SDM)

Para disefiar la secuencia se tomaron en cuenta referentes del contexto agropecuario
(Zamorano, 1995; Urrutia, 2010; Gonzalez y Caraballo, 2013) y la perspectiva de modelos y
modelizaciéon de Lesh y Doerr (2003) quienes consideran que un modelo es un sistema
conceptual que consiste de elementos, relaciones, operaciones e interaccion de las reglas
gobernantes, que son expresados usando sistemas de notaciones externas y que son usados
para construir, describir o explicar el comportamiento de otros sistemas. Ellos proponen
actividades detonadoras de modelos con el proposito de alentar a los estudiantes a revelar,
probar, revisar o redefinir explicitamente aspectos importantes de su manera de pensar.
Dichas actividades consideran principios de la realidad, autoevaluacion, construccion y
comunicacion de diferentes modelos, asi como generalizacion de modelos. Lesh y Doerr
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(2003) consideran también que estas actividades no son suficientes y deben acompafiarse de
otras para desarrollar y refinar los modelos construidos. En este sentido, se considero la
organizacion de una SDM sugerida en la Figura 1.

Actividad de Actividades de seguimiento

C°'°“"i"“°“'° /T e 1

Actividad detonadora Actividad de Actividades de
— - ‘
de modelos exploracién de modelos adaptacién
A~
l \ Discusién sobre
Presentacion Reflexién y semejanza
y debate cuestionamiento estructural

Figura 1 Secuencia de Desarrollo de Modelos adaptada de Lesh, Cramer, Doerr, Post y Zawojewski (2003).

Para introducir a los estudiantes al contexto se presenta una actividad de
calentamiento que ofrece informacion sobre la importancia de los bebederos y los beneficios
que pueden aportar las caracteristicas de su disefio y las recomendaciones de colocacion.
Posteriormente, se presenta una actividad detonadora de modelos en la cual se pretende que
los alumnos enfrenten una situacion de optimizacion, explorando las distintas maneras de
lograr que el bebedero llegue a su maxima capacidad a través de la modificacion de sus
medidas, partiendo de un material con dimensiones fijas ya especificadas. Finalmente, se
plantea una actividad de exploracion de modelos en la cual se utiliza el software Geogebra y
se espera refinar y formalizar los modelos emergentes de la actividad detonadora de modelos.

Lo interesante en este tipo de tareas es que los estudiantes pueden explorarlas desde
su conocimiento previo (formal e informal) para un entendimiento de la situacion y pueden
poner a prueba sus ideas con recipientes que ellos mismos construyan con distintas medidas
de lados y de angulos, para que lleguen a la construccion de lo que seria un bebedero con las
medidas Optimas para una mayor capacidad de liquido mediante prueba y error, llevdndolos
con esto a la necesidad de encontrar un método mas efectivo para lograr dicho objetivo sin
tener que realizar tantos calculos y llegar a obtener las medidas tan exactas como se requiera.
En posteriores exploraciones de esta situacion se pretende formalizar los conceptos que
surgen y poder llegar a motivar el estudio de la derivada.
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