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Presentacion s

Esta memoria de las Reflexiones sobre Innovacion de la Prictica Docente de
Matematicas es el resultado del trabajo en conjunto de una comision de
estudiantes de la tercera y cuarta generacién con un grupo de

profesoras del Ntcleo académico basico.

En esta tercera edicion, se presentan algunos resultados y avances
de investigacién, derivados de los proyectos de investigacion de la
segunda y tercera generacion de la Maestria en Innovaciéon de la
practica docente de matemadticas. Asi mismo, se presentan los
resumenes de dos conferencias impartidas por invitadas externas y de
4 talleres con diversidad de temaéticas, todas estas actividades fueron
presentadas de manera 100% virtual en el Tercer coloquio sobre
innovaciéon de la Practica Docente de Matematicas cuyo principal
objetivo es generar un espacio donde nuestros estudiantes compartan
desde sus experiencias en sus investigaciones con la comunidad

educativa.

Las investigaciones aqui reportadas presentan una diversidad de
problemadticas que se viven en el nivel medio superior y superior,
destacando la importancia del desarrollo de diferentes tipos de
razonamiento tal como el geométrico, el algebraico y el covariacional,
asi como del pensamiento estocastico y variacional. Las metodologias
empleadas son muy diversas y los resultados presentados revelan la

innovacién en la practica docente de los maestrantes por medio de

vii
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diversas estrategias de ensefianza, con lo cual reflexionan y analizan su
rol como docentes asi como el papel que juega el uso de la tecnologia

en sus propuestas.

Es un gusto para nosotros compartir los resultados de las
vivencias del tercer coloquio de innovacién de la practica docente de
matematicas, que a pesar de la contingencia sanitaria derivada por
COVID-19, vimos que la investigacion no se detuvo. Esperamos que las
propuestas aqui presentadas los inviten a la reflexién sobre la

innovacion de la practica como docentes de matemadticas

Atentamente
Comité editoriial

Junio de 2022
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Reflexiones sobre nociones geométricas en el aula

Relaciones de inclusidon de cuadrilateros:

propuesta de un taller en Secundaria!

Antonia Itzel Blanco Hurfado ~ Gema Rubi Moreno Alejandri

Diversas investigaciones evidencian que estudiantes de diferentes niveles
educativos han presentado dificultades con las relaciones de inclusién de
cuadrilateros. El objetivo principal de este proyecto de titulacion es el disefio
de un taller para estudiantes de segundo grado de secundaria, con el
proposito de identificar el nivel de comprension de las relaciones de
inclusién de los cuadrilateros y, al mismo tiempo, favorecer la comprension
de este tipo de relaciones. El marco conceptual tiene como centro a los Q-
niveles de comprensién (Fujita2011), centrados en el desarrollo de la relacién
jerdrquica de cuadrilateros. La metodologia de investigacion utilizada es
alusiva a los experimentos de ensefianza. En este articulo se muestran
algunos resultados del anélisis individual en el que se logra observar un
progreso en el conocimiento inicial de los estudiantes y la presencia del

fenémeno prototipo.

Palabras clave: relaciones de inclusién, cuadrilateros, niveles de

comprension.

Introduccion

La actividad clasificar y la de definir resultan ser muy importantes en el
desarrollo del pensamiento matematico. Ambas actividades son cercanas
pues “las propiedades utilizadas para definir un concepto nos permiten

incluir el concepto en una clase de objetos” (Blanco, 2018).

1 Blanco Hurtado, A.L y Moreno, G. (2022). Relaciones de inclusién de cuadrilateros: propuesta
de un taller en Secundaria. En N. Marquina, M. Ferrari, & M. Méndez, (Eds.) Reflexiones sobre la
prictica docente de matemdticas Vol 3 (pp. 1-18). Facultad de Matematicas, UAGro. Acapulco, Gro.,
México.
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A pesar de ser una actividad esencial, diversas investigaciones
(Gruamann, 2005; Hansen & Pratt, 2005; Okasaki & Fujita, 2007; Fujita, 2011;
Turnukld, Akkas, & Gundogdu, 2012 y Olkun & Toluk, 2004) evidencian la
existencia de dificultades en torno a la clasificacion (e incluso a la definicion

y caracterizacién) de cuadrilateros.

En general, dichos estudios evidencian diversas dificultades acerca de
la clasificacién de figuras geométricas como:

¢ Dificultad para aprender a analizar los atributos de diferentes conceptos
cercanos y para distinguir entre aspectos esenciales y no esenciales.

¢  Reconocimiento y/o creacién de formas prototipicas.

e Uso de varios atributos al definir.

¢ Dificultad en la comprension de la relacion entre los procesos de clasificar
y definir.

e Complejidad de la capacidad de clasificar conceptos de diferentes maneras
y poder etiquetarlas con nombres diferentes.

¢ Complejidad de comprender las relaciones transitivas entre conceptos.

¢ Necesidad de comprender la asimetria de las relaciones entre conceptos.

Este panorama muestra posibles dificultades que se podrian presentar
en el Sistema Escolar Mexicano. En esa direccion, es de interés la forma en la
que esta presente la clasificacién de conceptos en la educacién bésica. En

particular, este proyecto se centra en los cuadriléateros.

En el Esquema 1 se muestran aprendizajes esperados y actividades
relacionadas con la clasificacion u ordenamientos de cuadrilateros en la
Educacion Basica y, en ellos se observan elementos importantes en las
relaciones de inclusién de cuadrilateros: reconocimiento de caracteristicas
esenciales, establecimientos de criterios para la clasificacién, asi como la

identificacién y uso de sus propiedades.

De esta manera, el objeto de estudio de la investigacién descansa en las
dificultades de las relaciones de inclusion de cuadrildteros. Estas relaciones
envuelven a las sistematizaciones, clasificaciones u ordenamientos de

cuadrilateros que posean un sentido incluyente. También estan presentes las
2
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caracteristicas esenciales que se le asocian a los cuadrilateros, por lo que
resulta de interés las descripciones, caracterizaciones o definiciones que se le
otorgan.

Esquema 1.
Aprendizajes esperados y actividades relacionadas con la clasificacion en la Educacion Bdsica

Educacion Basica

Primaria Secundaria

Libro de texto de Programa de

Programa de cuato grado: Desafios estudios (SEP,2017)
estudios (SEP,2017) matematicos (SEP, 2016)

Razonamiento para Se promueve la clasificacion Razonar deductivamente

reconocer atributos de un conjunto dado de al identificar y usar
de objetos. cuadrilateros, dadas las propiedades de

diversas razones de clasificacion. cuadrilateros.

En primer grado de secundaria, aun cuando la clasificacion u
ordenamientos de cuadrilateros no se declaran un contenido a abordar en un
bloque especifico del libro de texto se encuentra presente en diferentes
contenidos como: unicidad y construccién de cuadrilateros, criterios de
congruencia de cuadrilateros, y, construccion de férmulas de érea y
perimetro de cuadrilateros. De manera que, para esta investigacion, se eligié
segundo grado. Asi, el campo de accién se centra en segundo grado de la
educacién secundaria del Sistema Educativo Mexicano, restringido al eje

Forma, espacio y medida.

El objetivo de esta investigacién es construir un taller de actividades
que promuevan la identificacién de relaciones de inclusién de cuadrilateros

en alumnos de segundo grado de secundaria.

En este contexto surge la interrogante: ;Qué efectos tendri en la
comprension de las relaciones de inclusién de cuadrildteros una propuesta diddctica
apoyada en los Q-niveles de comprension?

Reflexiones sobre la practica docente de matematicas Vol 3
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Marco conceptual

En esta investigacion se asume el modelo propuesto Fujita (2008) que
permite explicar por qué la clasificacion jerdrquica de cuadrilateros es dificil
para muchos alumnos y, a su vez, como se podria hacer frente a este
problema.

Marco conceptual expuesto por Fujita

Fujita ha desarrollado diversas investigaciones (Okasaki & Fujita 2007, Fujita
& Jones 2007, Fujita 2008, Fujita, 2011) en torno a los cuadrilateros, esto
debido a que la definicién y clasificaciéon de estos resulta ser un tema dificil
para estudiantes y maestros en formacién inicial, dichas dificultades se
suelen presentar debido a la complejidad de analizar e identificar

caracteristicas esenciales y no esenciales.

Fujita ha desarrollado estudios con estudiantes de Reino Unido y Japén
con el objetivo de construir un marco tedrico para describir el desarrollo
cognitivo de los estudiantes acerca de su comprension en las relaciones
jerarquicas de cuadrilateros. Para la construccién de dicho mrco se basé en
las ideas del modelo de Van Hiele y en los resultados empiricos de pruebas
piloto.

Fyjita (2011) propone un modelo en el cual toma en cuenta los
conceptos figurativos y el fenémeno prototipo basados en los resultados
empiricos de distintas pruebas piloto (Fujita & Jones, 2003; Fujita & Jones,
2007; Fujita, 2008).

Su modelo se basa en el propuesto por Van Hiele, creando asi los
niveles de comprensién de los cuadrildteros denominados Q-niveles de
comprension (Q(uadrilateral)-Level; ver Tabla 1), en los cuales se agrupan los

Q-(Cuadrilatero) niveles declarados previamente (Fujita, 2008).

En esta investigaciéon son un elemento medular los niveles (Q-
uadrilatero nivel/niveles de comprensién) propuestos por Fujita (2008 y

2011), asi como los componentes tedricos que estan inmersos en estos niveles
4
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como el concepto, la imagen conceptual y la imagen conceptual evocada
(Tall & Vinner, 1981). Es asi como se plantea, considerando estos elementos
conceptuales, disefiar un taller de actividades cuyo disefio favorezca la

comprension de las relaciones de inclusion en el nivel secundaria

Tabla 1.
Q- Niveles de comprension.
Q-Nivel Descripcion
Jerarquica Los alumnos pueden aceptar cuadrados, rectangulos y rombos

como paralelogramos. Se entiende la relacién de inclusién, asi
como las definiciones y atributos.

Parcial prototipo Los alumnos han comenzado a ampliar sus conceptos figurativos.
Por ejemplo, aceptan que los rombos también son paralelogramos,
pero no cuadrados y rectédngulos.

Prototipo Tienen sus propios conceptos personales limitados.

0 Los alumnos no tienen conocimientos basicos de paralelogramos.
Nota: (Fujita, 2011, pag. 5)

Metodologia

La metodologia utilizada en esta investigacion es la de los experimentos
de ensefianza. Un experimento de ensefianza (Steffe y Tompson, 2000)
consiste en una sucesion de episodios que incluyen "un agente de ensefianza,
uno o mas estudiantes, un testigo de los episodios de ensefianza y un método
para registrar lo que sucede" (p. 273). A partir de lo registrado, se preparan
episodios posteriores. Ademas, es posible obtener un andlisis retrospectivo
global.

Algunas de las caracteristicas centrales de los experimentos de
ensefianza son las siguientes:

®,

% Profesor- investigador. El doble papel del profesor proporciona oportunidades
para que este desarrolle conocimiento a través de multiples iteraciones de un
ciclo de reflexién-interaccién. En las sesiones de experimentacién el
investigador aplica a las interacciones con los estudiantes su conocimiento

personal. Entre esos conocimientos personales del profesor también se

5
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incluyen las conjeturas iniciales. Este tipo de acciones posibilita a los
investigadores mejorar su conocimiento de como aprenden los estudiantes.

< Anidlisis continuos y retrospectivos: En los experimentos de ensefianza se
consideran dos tipos de andlisis el primero es el continuo, el cual ocurre
durante cada sesién y el segundo es el andlisis retrospectivo es el que se realiza
al final de todas las sesiones, cuando ya se tienen todos los resultados
recabados.

« Construccién del modelo: El fin del experimento de ensefianza es la elaboracién
de un modelo explicativo del desarrollo del conocimiento matematico de los
estudiantes, relacionado a un contenido especifico.

% Generacion y prueba de hipétesis: El experimento de ensefianza estd conformado
por ciclos continuos de generacién y prueba de hipétesis, justamente son estis
hipétesis o conjeturas son las que guian las interacciones realizadas en las
sesiones.

% Grabacion: La grabacién de audio o la videograbacién son fundamentales en
este tipo de experimento, debido a que mediante este material se realizara un

analisis acerca de lo acontecido durante la implementacién del experimento.
De acuerdo con Cobb y Gravemeijer (2008), los experimentos de
ensefianza tienen las siguientes fases:

Esquema 2.
Fases de los experimentos de ensefianza

Fase de
Preparacion del experimentacion Analisis

experimento y analisis retrospectivo
preliminar

Fuente: Adaptaciéon de Cobb y Gravemeijer (2008)
Molina, Castro, Molina & Castro (2011), partiendo de su experiencia en
la aplicacién de esta metodologia, indica las acciones correspondientes a

cada una de las fases, dichas acciones se describen a continuacion.

®,

% Preparacion del experimento. En esta fase se tienen que realizar las siguientes
acciones: Definir el problema de investigacion, justificar el interés y la
necesidad de realizar este estudio, elegir, justificar la eleccién y describir a los

sujetos participantes en el estudio, disefiar la secuencia de intervenciones en

6
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el aula asi como su justificacion, identificar metodologias de ensefianza
adecuadas para el contenido a abordar en el aula de acuerdo a los objetivos
planteados, elaborar hipétesis de investigacion relativas al problema de
estudio, identificar los objetivos concretos de la intervencién a realizar,
disefiar la siguiente intervencion, justificar el disefio y la temporalizacién de
la intervencién, elaborar hipétesis sobre los resultados por obtener en la
intervencion.

< Experimentacion y andlisis preliminar. En esta fase se tienen que llevar a cabo las
siguientes acciones: Realizar una recogida de datos exhaustiva mediante
grabaciones en video o en audio, recogida de las hojas de trabajo de los
alumnos, toma de notas por un observador, modificar de forma justificada el
disefio de la intervencién, analizar los datos recogidos en el aula, contrastar
los resultados con las hipétesis.

¢ Andlisis retrospectivo de las sesiones. Las acciones por realizar en esta fase son:
Realizar la trascripcién de las grabaciones realizadas, organizar los datos
recogidos, analizar todos los datos recogidos de forma conjunta, dar respuesta
a los objetivos del estudio, contrastar los resultados con los obtenidos en otros
estudios, elaborar un modelo que describa el aprendizaje o desarrollo de los
alumnos a lo largo del experimento, si es necesario se ampliara la bisqueda

bibliogréfica realizada.

Con los elementos descritos se espera analizar los resultados con base
al marco conceptual antes mencionado para lograr mediante aproximaciones
sucesivas mejoras al disefio del taller. En este reporte, se muestran los

resultados de la segunda prueba piloto implementada.

Participantes y contexto

Este disefio se aplicé a 13 estudiantes (8 mujeres y 5 hombres) de segundo
afio de secundaria de la institucién privada Kids Center, se llevaron a cabo 6
sesiones sincronas de 50 minutos del 13 al 21 de septiembre de 2021 y se
aplicaron 8 actividades en un tiempo total de 5 horas. Debido la pandemia
por el COVID 19 el disefio se implementé en modalidad virtual a través de

la plataforma Zoom.
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Debido a los lineamientos planteados por la institucion, las actividades

se montaron en el Classroom de la profesora haciendo uso del correo

institucional otorgado por la institucion.

Tareas

Tomando como base los Q-Niveles de comprensién, las fases de la

metodologia, asi como los resultados dos pruebas piloto2, se realiz6 la

preparacion de la secuencia didactica en modalidad virtual. La secuencia se

compone de 8 actividades (sincronas y asincronas) en Classroom. A

continuacion, se describen cada una a partir de su intencién didactica.

Cuestionario diagndstico: Mediante un cuestionario indagaron las ideas iniciales
de los estudiantes acerca de las relaciones entre familias de cuadrilateros y
caracteristicas esenciales que identificaron previo a la implementacion de la
propuesta.

Bloque de presentacién: De manera asincrona se dio la bienvenida y se propicié
un ambiente de confianza mediante un video de presentacién y un foro de
presentacion.

Bloque de apertura: Previo a la implementacién de las actividades se tuvo un
acercamiento con los estudiantes, y se garantizé una experiencia previa en el uso
de GeoGebra.

Exploracion de cuadrilateros: Mediante el uso de un cuestionario se indago si los
estudiantes tenfan conocimientos basicos acerca de los cuadrilateros (Q-Nivel de
comprension 0).

Adivinando el cuadrilatero desconocido: Mediante un juego al estilo de
“Adivina quién” se provocé la necesidad de utilizar caracteristicas esenciales en
la formulacién de preguntas (Q-Nivel de comprensién prototipo).
Reconociendo propiedades: Por medio de un cuestionario se profundizé en la
reflexiéon acerca de diversas propiedades que tienen en comun algunos

cuadrilateros (Q-Nivel parcial prototipo).

2Con base a los resultados de las pruebas piloto se fortaleci6 el disefio del taller, ademas, se observé
la presencia del fenémeno prototipo y el predominio de caracteristicas no esenciales.
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e Construyendo cuadrilateros: A partir de la construccién de un paralelogramo y
de la exploracion de un trapecio, se promueve el andlisis de las relaciones entre
concepto superior-concepto subordinado.

e Ordenando cuadrilateros: Mediante la construccién de un ordenamiento se
espera promover las relaciones entre las familias de cuadrilateros estudiadas (Q-
Nivel Jerarquico).

e Casos particulares: Mediante un cuestionario se espera institucionalizar las
relaciones de inclusién de las familias de cuadrilateros que se analizaron en este
taller (Q-Nivel 3-i/3-ii 0 Q-Nivel Jerarquico).

Recoleccion de datos

Para el analisis de las actividades se recopilaron las evidencias reportadas en
Classroom, la gufa de observacion, asi como los videos y transcripciones de
lo sucedido en cada una de las sesiones.

Algunos resultados

Un punto relevante es que se realizaron dos analisis, uno global donde se
describen los resultados obtenidos al realizar el analisis con los instrumentos
previamente disefiados y, otro individual, que examina el desempefio de cada
estudiante en las actividades con la finalidad de observar el progreso de

acuerdo con los niveles de comprensiéon propuestos por Fujita (2011).

Este articulo centrara la atencién en mostrar algunos de los casos mas
relevantes del analisis individual. Cabe destacar que para la dimensién
individual se realizé una clasificacién de acuerdo con los alcances logrados
en las actividades, obteniendo asi tres casos: a) Estudiantes que en su
mayoria no entregaron evidencias y sus aportaciones se limitan afirmar o
descartar lo que mencionaban los demds comparfieros durante las
actividades, b) Estudiantes que entregaron la mayoria de la evidencia sin
embargo les hizo falta subir algunas actividades, pero en la sesién sincrona

dieron aportaciones relevantes y c) Estudiantes que entregan todas las
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evidencias de las actividades y que tuvieron aportaciones relevantes. A
continuacion, se presentan un resultado del caso B (E3) y otro del caso C (E5).

Caso B: Andlisis de E3

Se observoé que, al inicio del taller, E3 tenfa conocimientos basicos acerca de
los cuadrilateros, por ejemplo, identific6 que cuadrados, rectdngulos y
rombos son parte de los paralelogramos y mostro dudas acerca de la relaciéon
rombo-cuadrado. Sin embargo, en la identificacién de paralelogramos se
pudo observar que no incluy6 a uno de los rombos (la figura con la etiqueta
18). Incluso esta exclusion también se presentd en la identificacion de los
rombos, lo que muestra que al ser un rombo en una posicién no habitual el
estudiante no logré identificarla dado que no tiene solidez acerca de las
caracteristicas esenciales. En esta direccion en la secciéon de definicion hace
uso de caracteristicas esenciales en la mayoria de los casos. Con base a esto

se puede decir que E3 se encuentra en el Q-nivel de comprensién prototipo.

En el diagrama propuesto en la segunda parte del reto 2, propiedades
geomeétricas como la igualdad de lados y el tipo de dngulo, por ejemplo, en
el primer nivel la caracteristica es acerca de la igualdad de lados la cual es
del tipo esencial. Sin embargo, se asocia de manera inmediata con el
cuadrado generando asi una clasificacién excluyente dado que no toma en
cuenta al rombo. Mientras que la segunda caracteristica es acerca de los
angulos diferentes y lo asocia a los trapecios. Es decir, que no toma en cuenta
a toda la extension del concepto cuadrildtero, asi como en la extension de
cada nivel del diagrama. En consecuencia, se obtiene una clasificacion

excluyente.

En las aportaciones del reto 3 “Reconociendo propiedades comunes”,
realizé algunas aportaciones, sin embargo, no profundizé en ello. Por otro
lado, se puede apreciar que en este reto E3 empez6 a reflexionar acerca de
las caracteristicas esenciales que tienen ciertas familias como que el trapecio

no posee angulos opuestos iguales, que el cuadrado posee 2 pares de lados
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paralelos, o bien reflexioné que no todos los miembros de la familia de los
paralelogramos cumplen con determinada condicién. En consecuencia, E3
mostré argumentos correspondientes al Q-nivel de comprensién parcial
prototipo.

En el reto “Ordenando cuadrilateros”, mediante la reflexién de las
preguntas realizadas por la profesora, E3 logré reflexionar acerca de la
relacién rectangulo-cuadrado, asi mismo logré identificar a algunos
miembros de la familia de los paralelogramos. Asi que E3 se pudo colocar en
el Q-nivel de comprension jerdrquica de manera parcial debido a que hizo falta
la reflexién en torno a la relacién cuadrado-rombo. Se destaca que en la
explicacion del diagrama E3 explic6 dicha relacion, pero justificindolo con
caracteristicas prototipicas: el cuadrado qué es un paralelo que cumple con sus
4 lados y que si lo volteamos se puede convertir en un rombo que son 2 pares
diferentes y que se pueden diferenciar por sus dngulos.

Por tltimo, en el reto “Repasando ideas” parece no haber avances, sin
embargo, esto quizd se debe a que al ser una seccién totalmente igual al
presentado al inicio del taller E3 se haya confundido y en consecuencia

coloc6 las mismas respuestas.

Tomando en cuenta lo obtenido en la sesién sincrona correspondiente
al reto anterior se observé que hubo un progreso en las ideas iniciales dado
que identificé caracteristicas esenciales de las familias de los cuadrilateros,
asi como algunas relaciones entre estas familias. Con base a estos elementos
se puede concluir que E3 al final del taller se encuentra de manera parcial en

el Q-nivel de compresion jerdrquica.
Caso C: Andilisis de E5

Con base en los resultados obtenidos en el reto de exploracién se
observé que E5 reconocié algunas relaciones entre las familias de
paralelogramos. Ademads, en la identificacién de paralelogramos mostré

pocas debilidades (trapecio, rombo y rectdngulo). Respecto al tipo de
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definicién propuesta se bas6 tanto en caracteristicas esenciales como no
esenciales. Es por ello que al inicio del taller E5 se encontré en el Q-nivel de
comprension parcial prototipo.

Mientras que en el reto “Adivinando el cuadrilatero desconocido el
juego”, propone una caracteristica que no corresponde a los cuadrilateros
(tener 5 vértices). Se destaca que logré identificar a aquellos cuadrilateros
que cumplen o no las preguntas planteadas. Por otra parte, se resalta que E5
logré promover una estrategia durante el juego que consisti6 en suponer
ambas respuestas para analizar que cuadrilateros quedarian descartados. En
esta actividad sigue estando presente caracteristicas asociadas al Q-nivel de

comprension parcial prototipo.

Este nivel se sigue haciendo presente en el reto “Adivinando el
cuadrilatero desconocido: creando una estrategia”, en el que la primera
caracteristica es del tipo esencial (paralelismo) y logré identificar parte de la
extension, por otro lado, en la segunda caracteristica corresponde a la
propiedad geométrica angulos obtusos y en este caso no mencioné a todos

los elementos de la extension.

En el reto “Reconociendo propiedades comunes” identificé a algunas
familias de cuadrilateros que cumplen ciertas condiciones (al menos 2 lados
opuestos paralelos, angulos opuestos iguales, 4 lados iguales, 2 pares de
lados opuestos paralelos y dngulos rectos). Por otra parte, mostré ideas
erréneas al sefialar que existen paralelogramos irregulares y que estos
cumplian determinadas condiciones (dngulos rectos, més de 2 lineas de
simetria, solo un par de lados paralelos). Con base en estos elementos se

puede observar que E5 se arrib6 al Q-nivel de comprensién parcial prototipo.

Posteriormente, en el reto “Construyendo cuadrildteros parte 1” realiz6
pocas aportaciones. En una de ellas afirmé que la construccién de uno de los
estudiantes (E10) es un paralelogramo dado que la construccién consta de
un rectangulo, sin embargo, no identificé el caso general del paralelogramo

(el romboide). En esa direccion, E5 mencioné algunas caracteristicas del
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paralelogramo, pero no la mas general (paralelismo), en este caso se baso
solamente en la igualdad de los lados opuestos.

En el reto “Construyendo cuadrilateros. Parte 2" agregé al rombo a la
extension del paralelogramo (dado que habian mencionado al cuadrado y
rectangulo). Cabe destacar que en este caso logré complementar las
caracteristicas esenciales referentes al paralelogramo dado que incluy6 el
paralelismo, ademas de la igualdad de lados opuestos. Respecto a la relacion
paralelogramo-trapecio identificé algunas caracteristicas comunes como:
cantidad de lados y dngulos en comun. En este reto se evidencié un avance
en las caracteristicas esenciales del concepto paralelogramo, es por ello que

se concluye que E5 se introduce en el Q-nivel de comprension jerarquica.

Justamente en el reto “Relacionado cuadriléteros” se observé que este
Q-nivel siguié prevaleciendo dado que E5 reflexion6 acerca de la relacién
rombo-cuadrado. También, identificé que el rombo es el concepto superior

del cuadrado y que el cuadrado es un rombo con dngulos de 90°.

Finalmente, en el reto “Repaso de ideas” esta tltima idea se hizo
presente (el cuadrado es un rombo con dngulos de 90°) lo cual ampli6 la
justificacién inicial del reto de exploracién donde el argumento era la
igualdad de lados, en este caso se logré apreciar una justificacion que
permite ver la relaciéon concepto superior-subconcepto. Nuevamente logré
incluir al cuadrado, rombo y rectingulo como parte de los paralelogramos.
Con base a estos resultados se puede concluir que al finalizar el taller E5 se

encuentra en el Q-nivel de comprension jerarquica.

Conclusiones

El analisis individual mostré que, mediante las actividades, la discusiéon y
reflexion planteadas en el taller se logré un avance en las ideas que los
jovenes tenian acerca de los cuadrildteros pues en la mayoria de los casos se
observo progreso en los Q-niveles de comprensién. Por ejemplo, de pasar del

nivel prototipo al jerdrquico (5 estudiantes), del Q-nivel parcial prototipo al
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jerarquico (2 estudiantes) y del Q- nivel de comprensioén prototipo al Q-nivel
de comprensioén parcial prototipo (4 estudiantes).

En general, las actividades planteadas lograron promover la reflexiéon
de las relaciones de inclusién de los cuadrildteros, asi como analizar una
parte de la extension del concepto cuadrilatero. Es importante destacar que,
con estas actividades a diferencia de las presentadas en los libros de texto,
permiten que sea el estudiante el que proponga caracteristicas esenciales,
reflexionar en las caracteristicas que comparten ciertas familias de
cuadrilateros y realizar un ordenamiento incluyente (en lugar de que se les
muestre uno ya realizado).

Este tipo de actividades se pueden proponer en los libros de texto con
la finalidad de promover las relaciones de inclusién, pero donde el

estudiante sea participe en el proceso de clasificacion.

Si bien con este disefio de actividades se lograron parte de los objetivos
planteados es importante destacar que con el anélisis de lo sucedido se
notaron aspectos por mejorar en las actividades, como el planteamiento de
las indicaciones, la btusqueda de recursos tecnoldgicos, subsanar errores
didécticos, incluso el planteamiento de las preguntas de reflexiéon por parte

del profesor.

Esta investigacion deja diversas lineas abiertas para trabajar a futuro,

entre las cuales se observan:

e Realizar el redisefio del taller con base a los resultados obtenidos y a las
observaciones realizadas.

¢ Implementar las actividades en un ambiente totalmente de taller, es decir
en un ambiente que no se encuentre sujeto a los horarios escolares dados
por la institucién.

e Analizar las relaciones de inclusién en otros objetos matemaéticos, no

necesariamente geométricos.

En esa direccion, se observaron algunos aspectos para tomar en cuenta

en un futuro rediserfio, a continuacion, se enlistas los aspectos mas relevantes:
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¢ Esnecesario agregar a la familia de los trapezoides dentro de las secciones
iniciales, ya que, si bien se agregd un trapezoide en el conjunto, este
concepto se omiti6 en las preguntas y en el resto de las actividades del
taller. Este concepto resultard conveniente para poder abordar
completamente la extension del concepto cuadrilatero.

¢ Reflexionar en el instrumento de intercambio de informacién del juego
adivinando el cuadrilatero desconocido, dado que se presentaron diversas
dudas como dénde debian colocar la respuesta a la pregunta realizada por
el equipo contrario y, a la vez, donde se encontraba la respuesta contestada
por el equipo contrario. Podria llevarse a cabo mediante un formulario por
cada pregunta del esquema o bien explicar preliminarmente su funcién
mediante el uso de un video y de esa manera se logren despejar las dudas

que surgieron.

En el reto conociendo propiedades comunes se debe agregar la condicién
“ningtn par de paralelas” esto para incorporar a los trapezoides, debido a
que el dejar a esta familia de lado, ocasioné que no se contemplara a toda
la extensiéon de los cuadrilateros, esto sin duda repercutié6 en las

actividades finales.

Reflexionar es acerca de los recursos a utilizar para el reto “relacionando
cuadrilateros”, en este caso se puede proponer el uso de alguna pizarra

digital como Jamboard.
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Reflexiones sobre nociones geométricas en el aula

El Modelo de Van Hiele para conocer el
nivel de razonamiento de los alumnos de

bachillerato tecnolégico?

José Carlos Cruz Apreza — Hermes Nolasco Hesiquio

Se utiliz6 el modelo de Van Hiele (1957, 1986) el cudl, es descriptivo,
pues se permitié identificar los niveles de razonamiento geométrico de
los sujetos y asi valorar su progreso. Asi mismo, se utilizan las
caracteristicas de esos niveles propuestas por Gutiérrez (1990) para la
geometria de sélidos, el desarrollo del razonamiento geométrico de
Gutiérrez y Jaime (1989, 1998, 2021) y las clasificaciones de los mismos
propuestas por Guillén (2000, 2001, 2004). La metodologia tiene que ver
con identificar los niveles de razonamiento que tienen los estudiantes
desde el punto de vista del razonamiento geométrico haciendo uso de

un software de geometria dinamica “GeoGebra”

Palabras clave: Niveles de razonamiento geométrico, geometria

dinamica, clasificacion de sélidos.

Introducciéon

Desde la década de los 90°s hasta la fecha, existe interés en realizar estudios
acerca de nuevas formas de ensefiar la geometria a los alumno (Gutiérrez &
Jaime, 1989, 1998, 2021), en su mayoria experimentales, que han contribuido
en desarrollar una metodologia de ensefianza mas acertada en el contexto
escolar. Sin embargo, muchas veces no hay forma de conseguir que los

estudiantes comprendan algiin concepto o idea nueva; otras veces, parece

3 Cruz Apreza, J.C,, AL y Nolasco, H. (2022). El Modelo de Van Hiele para conocer el nivel de
razonamiento de los alumnos de Bachillerato tecnolégico. En N. Marquina, M. Ferrari & M. Méndez,
(Eds.) Reflexiones sobre la prictica docente de matemdticas Vol 3 (pp. 19-38). Facultad de Matematicas,
UAGro. Acapulco, Gro., México

19

Reflexiones sobre la priactica docente de matemdticas Vol 3




El Modelo de Van Hiele para conocer el nivel de razonamiento de los alumnos de Bachillerato tecnologico

ol &

que los conceptos o propiedades que el profesor les presenta, no son capaces
de usarlos sino en ejemplos idénticos a los resueltos con la ayuda del
profesor; los estudiantes pueden resolver problemas concretos con bastante
habilidad, pero carecen de ideas cuando deben resolver esos mismos
problemas planteados en un contexto algo diferente, abstracto, o mas formal.

Otra situacién tipica de las clases de matematicas es la de los
estudiantes que tienen que recurrir a memorizar las demostraciones de los
teoremas o las formas de resolver los problemas algoritmicamente a través
de una serie de pasos, todo para poder aprobar sus exdmenes (Jaime y
Gutierrez, 1994). De igual manera, son de sobra conocidas las dificultades
con que se encuentran los profesores de Matemaéticas de Ensefianza en
Secundaria para conseguir que sus alumnos comprendan los temas que
estudian y puedan ir més alld de la simple memorizacién de las definiciones,
demostraciones, algoritmos o métodos de resolucion de ejercicios.
Convirtiendo a la clase de matematicas en una simple materia de

memorizacion (Gutiérrez, 1990)

La geometria ha sido relegada a un segundo plano en la ensefianza, los
métodos de trabajo que utiliza un matematico no se pueden llevar a las clases
de primaria o secundaria; incluso en la universidad, sélo son adecuados para
cursos especializados para estudiantes de matemaéticas o con habilidades
matemadticas. Por lo tanto, las metodologias formales de los matematicos se
sustituyen por otras metodologias escolares, adaptaciones o
transformaciones de ellas, que pueden ser comprendidas y utilizadas por los
estudiantes. (Gutiérrez y Jaime, 1998) Gracias a la transposicién didactica de
Chevallard (1985) se puede llevar el conocimiento puro matematico a un

contexto escolar traducido en un lenguaje plausible para los alumnos.

20

Reflexiones sobre la practica docente de matematicas Vol 3



il 5=

José Carlos Cruz Apreza —~Hermes Nolasco Hesiquio

Marco Teorico

La teoria de Van Hiele tiene su origen en las disertaciones doctorales de Dina

Van Hiele-Geldof y su esposo, Pierre Van Hiele, en la Universidad de
Utrecht, Holanda, en 1957.

El modelo de Van Hiele (1957, 1986) presenta dos aspectos basicos:

* Es descriptivo, pues se identifican las diferentes formas de razonamiento
geométrico de los sujetos y se puede valorar su progreso.

* Es instructivo, pues indica las pautas a seguir por el profesorado para

que el avance del alumno esté presente.

El nicleo del modelo se centra en la determinacion de la evolucién del

razonamiento geométrico de los sujetos mediante cinco niveles consecutivos,

que tienen que ir superando correlativamente para poder pasar al siguiente.

Se trata de un proceso lento que puede llevar incluso afios, en el que se va

pasando de un nivel al siguiente, sin que exista la posibilidad de saltarse

ninguno de ellos (Van Hiele, 1957). Cada nivel supone la comprensién y

razonamiento geométrico por parte del estudiante de un modo distinto, por

lo que su manera de definir, interpretar y demostrar los conceptos varia.

A continuacion, se describen cada uno de los niveles:

1.

Reconocimiento o visualizacién: El estudiante no diferencia partes de las
figuras geométricas, sino que conoce las formas como un todo.

Andlisis: El estudiante reconoce las formas, pero no establece relaciones
entre propiedades de distintas familias de figuras.

Deduccion formal u orden: El individuo determina las figuras por sus
propiedades, construye interrelaciones, pero atin su razonamiento esta
basado en la manipulacién.

Deduccion: El alumnado puede realizar deducciones y demostraciones
légicas y formales, entiende la naturaleza axiomaética.

Rigor: Capta la geometria en forma abstracta, capacitado para analizar el
grado de rigor de varios sistemas de deduccion y realizar una

comparativa. Es un nivel alcanzado por estudiantes universitarios con
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aptitudes geométricas. Por lo que, en muchas de las investigaciones y
estudios en estudiantes no universitarios, este nivel no se incluye.
Asi como también cuatro caracteristicas, las mas importantes de la
teoria son:

* Orden fijo: El orden de progreso de los alumnos a lo largo de los niveles de
pensamiento es invariante. En otras palabras, un alumno no puede
alcanzar el nivel n sin haber pasado por el nivel n-1.
* Adyacencia: En cada nivel de pensamiento lo que era intrinseco en el nivel
precedente se vuelve extrinseco en el nivel actual.
* Distincién: Cada nivel tiene sus propios simbolos lingtiisticos y su propia
red de relaciones que conectan esos simbolos.
* Separacién: Dos personas que razonan en niveles diferentes no pueden
entenderse
Segtin Gutiérrez, Jaime y Fortuny (1991) una vez que la experiencia del
estudiante va creciendo, este entra en el grado intermedio de adquisicién,
aunque debido a la falta ain de experiencia los estudiantes pueden tener
dificultades en la resolucién de ciertos problemas. Sin embargo, para saber
con certeza lo anterior, se debe conocer la manera de evaluacién de los
grados, se parte de que es mdas importante observar los tipos de
razonamiento de los estudiantes que la habilidad que tengan para resolver
ciertos problemas correctamente en un determinado tiempo. (Gutiérrez,
Jaime & Fortuny, 1991).

Usiskin (1982, citado por Gutiérrez y Jaime, 1998) realizé un primer
intento, disefiando un test de multiples respuestas a responder a mano, en el
cual cada pregunta evaluaba un nivel especifico de razonamiento. Las
respuestas se marcaron como vélidas o nulas, y los estudiantes fueron
predesignados a un nivel especifico de Van Hiele dependiendo del ntimero

de respuestas acertadas en cada nivel.

Anos mas tarde, Burguer y Shaughnessy (1986, citado por Gutiérrez y
Jaime, 1988), trabajaron en el lado opuesto del espectro de posibilidades,
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creando cuestionarios basados en una serie de problemas y entrevistas semi-

estructuradas.

En cada problema, las respuestas de los estudiantes se analizaron y se
les asigné un nivel de Van Hiele en base al nivel dominante en la respuesta.
Finalmente, de todos los niveles asignados al estudiante en cada una de las

preguntas, una media de los niveles fue asignado al estudiante.

El trabajo de Gutiérrez y Jaime (1998) trata de determinar los
requerimientos de un test que permita evaluar los niveles de van Hiele de la
forma mas adecuada. Su trabajo propone preguntas de multiples respuestas
con las ventajas de las entrevistas semi-estructuradas, con el fin de dar la
posibilidad al alumno de explicar su respuesta y manifestar su nivel de

razonamiento geomeétrico.
Dichos requerimientos incluyen:
¢ Evaluar los cinco procesos clave mencionados previamente (reconocimiento,
formulacién y uso de las definiciones, clasificacion y prueba)

* Evaluar los cuatro primeros niveles de razonamiento, es decir, cada estudiante
debe tener la posibilidad de responder las preguntas acordes a su maxima

capacidad de razonamiento.

* Proporcionar al estudiante la posibilidad de expresar las razones del porqué
de sus respuestas, de esta manera el investigador es capaz de determinar qué
nivel de razonamiento se esconde tras cada respuesta.

Es importante identificar los niveles, los procesos clave y permitirle al

estudiante que exprese la razén que lo llevo a responder de cierta manera.

Metodologia

Pierre Van Hiele propuso cinco fases que pueden guiar al maestro o profesor
en el disefio y facilitacién de experiencias de aprendizajes apropiadas para
que el estudiante progrese en matemdtica. Las “fases de aprendizaje” son

etapas en la graduacion y organizacion de las actividades que debe realizar
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un estudiante para adquirir las experiencias que le lleven al nivel superior

de razonamiento.
Las fases de aprendizaje propuestas por Van Hiele (1957) son:

1. Informacién: Se trata de una fase de toma de contacto: el profesor debe
informar a los estudiantes sobre el campo de estudio en el que van a trabajar,
qué tipo de problemas se van a plantear, qué materiales van a utilizar. Asi
mismo, los alumnos aprenderan a manejar el material y adquirirdn una serie
de conocimientos basicos imprescindibles para poder empezar el trabajo

matemadtico propiamente dicho.

Esta fase sirve para dirigir la atencién de los estudiantes y permitirles
que sepan qué tipo de trabajo van a hacer, y para que el profesor descubra
qué nivel de razonamiento tienen sus alumnos en el nuevo tema y qué saben
del mismo.

2. Orientacion dirigida: En esta fase los estudiantes empiezan a explorar
el campo de estudio por medio de investigaciones basadas en el material que
les ha sido proporcionado. El objetivo principal de esta fase es conseguir que
los estudiantes descubran, comprendan y aprendan cuales son los conceptos,
propiedades, figuras, etc. principales en el drea de la geometria que estan
estudiando.

Las actividades que se les propongan deben estar convenientemente
dirigidas hacia los conceptos, propiedades, etc. que deben estudiar. El
trabajo que vayan a hacer estard seleccionado de tal forma que los conceptos

y estructuras caracteristicos se les presenten de forma progresiva.

3. Explicitacién: Entre las finalidades principales de esta fase es hacer
que los estudiantes intercambien sus experiencias, que comenten las
regularidades que han observado, que expliquen cémo han resuelto las

actividades, todo ello dentro de un contexto de dialogo en el grupo.

Es conveniente que surjan puntos de vista distintos, debido a que el

intento de cada estudiante por justificar su opinién hara que tenga que
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analizar con cuidado sus ideas (o las de su comparfiero), que ordenarlas y que
expresarlas con claridad.

4. Orientacion libre: En este momento los alumnos deberan aplicar los
conocimientos y lenguaje que acaban de adquirir a otras investigaciones
diferentes de las anteriores. El profesor debe plantear problemas que,
preferiblemente, puedan desarrollarse de diversas formas o que puedan
llevar a diferentes soluciones, para de esta forma perfeccionar los

conocimientos que los estudiantes poseen sobre el campo de estudio.

En estos problemas se colocardn indicios que muestren el camino a
seguir, pero de forma que el estudiante tenga que combinarlos
adecuadamente, aplicando los conocimientos y la forma de razonar que ha

adquirido en las fases anteriores.

5. Integracion: en esta fase los estudiantes deben adquirir una visién
general de los contenidos y métodos que tienen a su disposicion,
relacionando los nuevos conocimientos con otros campos que hayan
estudiado anteriormente; se trata de condensar en un todo el dominio que

ha explorado su pensamiento.

En esta fase el profesor puede fomentar este trabajo proporcionando
comprensiones globales, pero es importante que estas comprensiones no le
aporten ningiin concepto o propiedad nuevos al estudiante: Solamente
deben ser una acumulacién, comparacién y combinacién de cosas que ya

conoce.

Es necesario conseguir, en primer lugar, que los estudiantes adquieran
de manera comprensiva los conocimientos basicos necesarios (nuevos
conceptos, propiedades, vocabulario) con los que tendran que trabajar, para

después centrar su actividad en aprender a utilizarlos y combinarlos.

Tomando en cuenta esas fases de aprendizaje, se diseharon las
actividades para desarrollar este proyecto. Asi mismo, las TIC’s han entrado
en las clases de matematicas, principalmente en forma de ordenadores,

calculadoras, tabletas y celulares que, mediante programas informaéticos,
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permiten manejar grandes cantidades de informacién, organizarla, realizar
graficas, representar objetos matemaéticos e interactuar con ellos, entre otros.
La situacién especial que estamos viviendo durante el tltimo afio, provocada
por la pandemia de la COVID-19, de una manera dramaética e indiscutible,
ha mostrado la necesidad de realizar acciones para la integracion real de las
TIC’s en la actividad cotidiana de profesores y estudiantes de matematicas.
Creando escenarios favorables para el uso de programas especializados de
geometria plana y espacial. Se utiliza GeoGebra para esta actividad como
entorno tridimensional que le permita al alumno manipular un cuerpo
geométrico para evidenciar su nivel razonamiento al enunciar sus
caracteristicas. Los programas de geometria dindmica, probablemente el tipo
de software mas usado, facilitan la visualizacién de conceptos geométricos,
algebraicos y funcionales, permiten modificarlos y relacionarlos para
descubrir sus propiedades, etc., todo lo cual ayuda a comprender mejor y
usar con eficacia esos contenidos matematicos. En este caso se utilizo
GeoGebra para que los estudiantes interactuaran de manera virtual y que la
evidencia de sus producciones quedara grabada en el libro de GeoGebra que

se utiliz6. La clase fue grabada y analizada después

Participantes y contexto

Actualmente en el CETis 45 se imparten seis especialidades: Preparacién de
Alimentos y Bebidas, Servicios de Hospedaje, Administracién de Recursos
Humanos, Ofimatica, Programaciéon y Contabilidad. A su vez, los
estudiantes pueden elegir entre los cuatros bachilleratos: Fisico -
Matematico, Quimico - Biolégico, Humanistico - Social y Econémico -
Administrativo.

Se atiende una poblacién total de 22 grupos en ambos turnos, con una
planta laboral de 68 trabajadores, entre docentes, personal administrativo y
de apoyo a la educacién. Pertenece a la UEMSTIS, el subsistema de
Educacién Media Superior mas grande del pais y de Latinoamérica, con una

infraestructura fisica de 456 planteles a lo largo y ancho de todo el pais.
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Poblacion muestra

Los alumnos que participardn en esta actividad pertenecen al Centro de
Estudios Tecnolégicos y de Servicios ntimero 45 del municipio de
Zihuatanejo de Azueta, Gro. del quinto semestre de la especialidad de
contabilidad grupo “A”. El grupo se compone de 10 estudiantes los cuales 5
son hombres y 5 son mujeres. Utilizaremos EH,, para referirnos a los hombres

y como EM,, a las mujeres (Tabla 1).

Tabla 1.
Clave y edades de los participantes
CLAVE Edad (afos)

EMy 17
EM, 17
EMs 18
EHy 17
EM, 19
EH> 18
EHs 17
EMs 17
EH, 17
EHs 17

De acuerdo al Programa educativo del Bachillerato Tecnolégico del
2017, ellos ya cursaron las Materias de Algebra, Geometria y Trigonometria,
Geometria Analitica, Calculo Diferencial y actualmente Calculo integral; por
lo que ya deben conocer propiedades geométricas que les permitan realizar
la actividad propuesta. Asi mismo, conocen el programa de GeoGebra,
debido a que ya han realizado actividades que involucran su uso en

actividades que tienen que ver con el célculo del area debajo de una curva.

La actividad se llev6 a cabo el dia lunes 29 de Noviembre de 2021 en un
horario de 17:10 a 18:50 hrs. A la actividad solo asistieron 7 alumnos a saber:
EM;; EMs, EMy, EMs EH; EH> y EHy

El profesor encargado de esos alumnos no se present6 a la sesién
debido a circunstancias personales, en su lugar estuvo la maestra Lea
Mondragén Garcia quien observé toda la actividad y realiz6 observaciones

para mejorar el desempefio docente.
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La actividad inici6 separando a los estudiantes por equipos conforme

se fueron conectando a la video conferencia (Tabla 2).

Tabla 2

Conformacion de los equipos de trabajo

Después, se

les

Equipo 1 Equipo 2
EH» EM;
EM, EH:
EHy EM;
EMs
indic6 que dieran

click al enlace

https:/ /www.geogebra.org/classroom/eqdwfmrm para que entraran al

libro de GeoGebra que contenia las actividades.

Tareas (sintesis de las actividades)

Tabla 3.
Sintesis de tareas
Momento Tiempo | Descripcion Aprendizaje esperado
ol .
[ ‘ Observar y manipular los
o] Usando GeoGebra, se le prismas presentados para
g pide al equipo 1, que crear una imagen mental
'g 20 observen 4 prismas cuida- del prisma, que les permita
E minutos dosamente; de igual realizar una descripcion de
£ l manera, se le pide al equipo los mismos, para propor-
= 2, que observen otros 4 cionarselas mutuamente
prismas. entre el equipo 1y el
equipo 2.
Una vez que los equipos
£ observaron detenidamente Se espera que los alumnos
.g :§ 30 los prismas, escribiran sus reconozcan los prismas
€. minutos caracteristicas a modo de presentados, sus caracte-
-°:’ -a descripcion para que esa risticas: caras bases, caras
o T descripcion sea intercam- laterales, vértices, aristas.
biada entre los equipos.
= Después de construir una
3 . .
. . . imagen mental del prisma,
] Usando el mensaje tratardn 8 P .
= 30 s . ellos puedan representar
g . de dibujar los prismas . %
= minutos . esa imagen utilizando
o descritos usando GeoGebra. .
"3 GeoGebra segun sus
= e
caracteristicas dadas.
o Se espera que los alumnos
= logren clasificar los
£ o ____ o 20 Se les pide a los alumnos prismas segtn a la familia
] o minutos | 44€ clasifiquen los prismas que pertenezcan utilizando
k-] i utilizando una tabla. su propio criterio, utili-
= zando las caracteristicas y
= dibujos realizados.
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Resultados

Después de la puesta en escena, se expone la evidencia a continuacién de las
respuestas de los estudiantes al realizar la actividad. Los resultados arrojan
que los alumnos, aunque estan en el Gltimo afio del nivel medio superior y
han cursado la materia de Geometria y Trigonometria, no estan en el nivel 3
de razonamiento de Van Hiele como se esperaba por su nivel educativo, se
encuentran en los niveles 1(5) y 2(2). La implementacién de esta actividad
mostro areas de oportunidad en su disefio por lo que al final de esta seccién
se muestra una versioén que las atiende. En las tablas 1 a 7 se presentan los
resultados en cada uno de los estudiantes en cada uno de las fases de

aprendizaje que nos marca la teoria.

El nivel de razonamiento de EM; es el nivel 1 (Tabla 4) debido a que:
identifica las figuras como un todo. En el discurso de EM: no distingue
elementos de las figuras (aristas, caras, vértices), dedujimos que la identifica
como un cuerpo geométrico rigido debido a que tiene movimiento dentro de
un tipo de dimensién, entendiendo dimensién como (Movimiento de la
figura en los ejes x, y, z). No diferencia ni partes ni componentes: EM1 no
muestra evidencia de identificar los componentes de una figura geométrica,
ademas de no diferenciar entre prismas y piramides, esto, se observa cuando
se le solicita el dibujo a mano alzada de un prisma y reproduce una piramide
por tal motivo, no es capaz de producir una copia, de una figura particular
o incluso conocerla; tampoco es capaz de conocer o explicar propiedades de
la figura. Por ende, no precisa lenguaje basico geométrico para referirse a las

figuras.
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Tabla 4.
Evidencia de EM:
Nivel Nivel Nivel Nivel Evidencia
1 2 3 4
Informacion
X
Qrzjeﬁtudén que se muebe en sus dimensiones diferentes
dirigida X dimensiores.
Explicitacion
X
Orientacion —— T
libre X — e — .
N » —~ .
| — 13

El nivel de razonamiento de EM;s es el nivel 2 (Tabla 5) debido a que:
EM; identifica y analiza partes y propiedades particulares de la figura
geométrica al describir el niimero de vértices y aristas, asi mismo puede
reproducir copias de las figuras mediante sus propiedades al establecer
relaciones a través de la manipulacién/experimentacién, sin embargo, no es
capaz de establecer relaciones o clasificaciones entre figuras de familias
distintas debido a que no especifico si se trataba de un prisma recto, oblicuo,
céncavo o convexo; tampoco es capaz de elaborar definiciones, es decir,

puede entender aquellas con una estructura sencilla.

Tabla 5.
Evidencia de EM;
Nivel Nivel Nivel Nivel Evidencia
1 2 3
Informacion X
O.r{er}tac1on X Es unprismacon8 verticesy 12 anstas Ademas es color gns
dirigida
Explicitacion X
Orientacién X

libre

RN

A
o
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El nivel de razonamiento de EH; es el nivel 1 (Tabla 6) debido a que
EH; identifica las figuras como un todo porque no logra identificar las
caracteristicas especificas de ese prisma (caras, vértices, aristas), tampoco
diferencia ni partes ni componentes debido a que llama “trazos” a las
artistas, tampoco es capaz de conocer o explicar propiedades de una figura
debido a que no define el tipo de prisma que observa (si es recto u oblicuo)
ademads, no precisa lenguaje basico geométrico para referirse a las figuras
porque habla de “lineas” y “trazos”.

Tabla 6.
Evidencia de EH:
Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Evidencia

Informacién X ‘
Orientacién
s X
dirigida

/ &

Explicitacion X

Orientacién

El nivel de razonamiento de EM, es el nivel 1 (Tabla 7) debido a que
EM, identifica las figuras como un todo debido a que define a un prisma con
“caras triangulares” y claramente no son triangulares, tampoco es capaz de
conocer o explicar propiedades de la figura debido a que no menciona sus
vértices, aristas, caras bases. Asi mismo, no precisa lenguaje basico
geométrico para referirse a la figura porque no preciso6 la figura de la base

del prisma, creyendo que son 2 prismas unidos
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Evidencia de EMa4
Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Evidencia
X
Informacién
Orientacién X
dirigida
o 7
Explicitacion X [ A
)
Orientacién r : Dmms b . . ‘:"
libre X e | L]

El nivel de razonamiento de EH> es el nivel 2 (Tabla 8) debido a que:
EH, identifica y analiza partes y propiedades particulares de la figura
geométrica describiendo su base, aristas y vértices, por lo tanto, establece
relaciones a través de la manipulaciéon/experimentaciéon. Sin embargo, no es
capaz de establecer relaciones o clasificaciones entre figuras de familias
distintas debido a que no explica si es un prisma recto u oblicuo, ni céncavo
ni convexo. Tampoco es capaz de elaborar definiciones, puede entender
aquellas con una estructura sencilla debido a que explica las caras del prisma
con una suma “2+3”

Tabla 8.
Evidencia de EH»
. Nivel Nivel Nive . .
Nivel 1 Evidencia
2 3 14
Informacion l
X _aN
€5 unprima cuyas bases tienen 3 lados tambien
Orientacion tiene 9 anistas y 6 vertices polgonos que foman
3s caras 243
dirigida X
Explicitacion
P X
Orientacion libre fae
X i ¥ '
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El nivel de razonamiento de EMs es el nivel 1 (Tabla 9) debido a que:
EMs identifica las figuras como un todo al decir que la figura “parece...”
tiene parecido a un objeto anteriormente conocido, es por ello que no
diferencia ni partes ni componentes de la figura, asi mismo no es capaz de
conocer o explicar propiedades de una figura al no colocar otra descripcién,

tampoco precisa lenguaje basico geométrico para referirse a la figura.

Tabla 9.
Evidencia de EMs
Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Evidencia
Informacién X
Orientacion “Parece Pacman”
dirigida X
P—
Explicitacion X (‘

s | Paalcipipedos | cémcaves

Orientacion libre X

El nivel de razonamiento de EHs es el nivel 1 (Tabla 10) debido a que:
EHj; identifica las figuras como un todo debido a que no hace una precision
acerca del prisma que se trata, tampoco diferencia ni partes ni componentes
debido a que no expresa la forma de su base y sus caras laterales, asi mismo,
no es capaz de conocer o explicar propiedades de una figura porque no
menciona si se trata de un prisma recto u oblicuo; tampoco precisa lenguaje
basico geométrico para referirse a las figuras al hacer mencién que “sus caras

son de dos figuras diferentes”.
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Tabla 10.
Evidencia de EHs
Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3  Nivel 4 Evidencia
Informacién
" A N
Orientacién X ene S caras, sus caras son de dos iguras dierentes Bene  verices
dirigida

Explicitacion
X

Orientacién libre doon

Reflexiones

Implicaciones (para la ensefianza)

Cuando uno somete a los alumnos a ciertas pruebas que permitan conocer
su razonamiento y sus conocimientos adquiridos, se resaltan las dreas de
oportunidad que pueden verse beneficiadas con el modelo de Van Hiele si
se llega a utilizar con eficacia, permite crear secuencias didacticas para la
enseflanza de la geometria de manera interactiva, propiciando ambientes

6ptimos para el aprendizaje de propiedades, conceptos.

Implicaciones (para el aula)

El desarrollo de esta propuesta conlleva a un andlisis del nivel de
razonamiento de los estudiantes para darnos cuenta si los conocimientos
adquiridos son suficientes para el alumno cuando deba reconocer las
propiedades de un prisma este se muestre con un nivel de razonamiento que
le permita identificar esas propiedades en cualquier actividad realizada.
También es necesario contar con la tecnologia necesaria y con cursos de

induccién para facilitar el uso del software y sus interacciones.
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Limitaciones

En esta nueva normalidad el aula de clases qued¢ relegada a una pantalla y
a pocas interacciones a través de los periféricos de la computadora, en
algunos casos aparté la esencia de la interaccién de alumno-alumno y
alumno-profesor. Sin embargo, debemos adaptarnos y mejorar para impartir
clases de calidad y llevar el conocimiento de las aulas hasta los hogares de
los estudiantes. El entorno virtual ofrece la libertad de interaccién con
softwares que permitan un aprendizaje dindmico que sea significativo para
los estudiantes, promoviendo el desarrollo de la visualizacién en la
interaccién del alumno y los conceptos geométricos. Aunado a ello, existen
areas de oportunidad que se manifiestan en el entorno virtual, como lo son:
interacciones fisicas de alumnos, las interacciones fisicas del profesor y los
alumnos, preguntar personalmente al alumno las razones que lo llevaron a
resolver las actividades de la manera en que lo hicieron y la justificacién de

sus respuestas.

Sobre la hipétesis

Segtin la hipétesis de investigacion: se tenia pensado que los estudiantes
estuvieran en el nivel 3 debido a su nivel académico y a las materias de
geometria que han cursado, sin embargo los resultados muestran que se
encuentran en el nivel 1 para la mayoria de ellos, esto nos da un panorama
de oportunidad respecto a la necesidad de disefiar actividades que nos
permitan como docentes implementar estrategias de ensefianza y
aprendizaje que le permitan a los estudiantes (subir de nivel hasta llegar al

que les corresponde)
Sobre futuras investigaciones

Después de conocer el nivel de razonamiento de los estudiantes, se
replantean nuevas preguntas de investigacién que pueden extenderse a un
nuevo posgrado:
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* ;Coémo hacer y aplicar una propuesta didactica que le permita a los
alumnos aprender las propiedades geométricas necesarias para clasificar
s6lidos por sus caracteristicas geométricas?

* ;Puede ser la visualizacién una herramienta importante en la creacién

de conceptos geométricos en los alumnos?

* ;Qué tan favorable es el uso de un software de geometria dindmica para

la interaccién virtual entre alumnos y conceptos geométricos?

Estas preguntas abren el panorama de continuar con la investigaciéon

para que el docente logra llevar a cabo una secuencia didactica eficiente para

sus alumnos para llevarlos de un nivel a otro.

Conclusiones

El objetivo principal de esta actividad fue conocer el nivel de

razonamiento de los estudiantes de nivel medio superior, el cudl se logré
cumplir. Sin embargo, Los alumnos tuvieron dificultades para “visualizar”
los prismas para poder realizar una descripcién correcta para sus
compafieros, es motivo entonces de disefiar una actividad que les permita

desarrollar la visualizacién y aumentar su nivel de razonamiento.

Es por ello que se propone redisefiar ciertas partes de la actividad:
-Colocar la actividad en 2 libros de GeoGebra para evitar que copien

-Promover un video tutorial del uso basico de GeoGebra para su mejor

entendimiento

-Colocar a los estudiantes una manera de intercambio de respuestas mds
rapido y eficiente

-Que cada estudiante describa y dibuje todos los prismas del equipo

-Posiblemente que la actividad se desarrolle individual, debido a que dentro
de un mismo equipo los integrantes tienen diferentes niveles de

razonamiento
-Cambiar la tabla de clasificacién por la clasificaciéon que ellos propongan

Se propone conservar:
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-El analisis de los niveles de razonamiento
-La descripcién de los prismas
-El dibujo a mano alzada de los prismas

Se seguira trabajando en este sentido, para aplicar nuevamente este

estudio en nuevos alumnos después de atender a las mejoras de redisefio.
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Reflexiones sobre nociones geométricas en el aula

Construccién de propiedades
geométricas del triangulo, via la

conjeturacion+

José Antonio Ramirez Arroyo - José Efrén Marmolejo Vega

La investigacion se centré en una propuesta de la construccién
sistematica de las propiedades geométricas del tridngulo y en el
disefio de una secuencia didactica para mostrar la efectividad de la
sistematizacion de las propiedades del triangulo. Se utilizé la
metodologia propuesta por Marmolejo y Moreno (2019), que va de
la intuicion a la formalizaciény el debate cientifico, usando los porta
segmentos y GeoGebra. Se realiz6 la secuencia de manera presencial
en un grupo de 12 estudiantes, que conformaron 3 equipos. Se
propicié que los estudiantes lograran construir intuitivamente las
propiedades del tridngulo y, a través de la pluralidad de
argumentos que generaron, producir conjeturas, y darle
plausibilidad de forma heuristica sin necesidad de llegar a la prueba
légica, dado que en el Nivel Medio Superior no se requiere

demostrar rigurosamente.

Palabras clave: induccién, tridngulo, geometria, argumentacion,

conjeturas.

Introduccion

La idea principal de la investigacion es presentar un orden alternativo

de las propiedades geométricas del tridngulo, esto es, presentarlas con

4 Ramirez Arroyo, J.A. & Marmolejo Vega, J.E. (2022). Construccién de propiedades
geométricas del triangulo, via la conjeturacion. En N. Marquina, M. Ferrari & M. Méndez,
(Eds.) Reflexiones sobre la prictica docente de matemdticas Vol 3 (pp. 39-56). Facultad de
Matematicas, UAGro. Acapulco, Gro., México
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cierta estructura, lo cual llevard a los estudiantes a comprender y
construir cada una de ellas. Es decir, presentarlas al estudiante de
manera distinta a la acostumbrada para su ensefianza en el Nivel
Medio Superior (NMS).

En la actualidad las propuestas de ensefianza de la geometria y,
en particular, lo relacionado a las propiedades geométricas del
tridngulo, siguen siendo las mismas en el Nivel Medio Superior. No
se han alterado respecto a su orden ni su forma de ensefiar en el aula

escolar.

En mi practica docente al ensefiar las propiedades geométricas
del tridngulo, he observado que los estudiantes no comprenden la
conexién entre una y otra propiedad, por lo cual su proceso de

ensefianza se dificulta.

Derivado a esto nos lleva a discutir si el orden propuesto
actualmente, en los programas de estudio de la asignatura de
Geometria plana o euclidiana (UAGro, 2010b) en los diferentes
Sistemas de Nivel Medio Superior, representa un factor que dificulte
el aprendizaje de las propiedades geométricas del tridngulo, por lo

cual creemos que esta idea debe ser considerada.

La problematica en la comprensiéon en el aula escolar de las
propiedades geométricas del tridangulo, surge de una consciente
revisiéon de investigaciones que tratan el tema, del analisis de planes y
programas de estudios asi como de la bibliografia que proponen, y de
la obra Elementos de Euclides (1991). Para caracterizar el orden de
presentaciéon de las propiedades elementales del triangulo,
concluimos que la organizacién de las propiedades se ajustan a la
propuesta de la obra euclidiana que pudiera, debidamente dicho, no

estar organizadas conforme las necesidades didécticas del aula.
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En consecuencia, este proyecto se centra en realizar una
construccién alternativa de la secuencia sisteméatica de propiedades
geométricas del tridngulo, a través de la conjeturacién, con el
proposito de crear un ordenamiento de propiedades pertinente para
su enseflanza, que facilite el proceso de co-construcciéon de

conocimiento por los estudiantes, gestionado por el maestro.

El siguiente paso es estructurar una secuencia didéctica, como
una ejemplificaciéon de la efectividad que se puede obtener con
pertinencia en el aula de clase, mediante el proceso de conjeturacién
fundamentado en la unidad cognitiva argumentar- conjeturar-
“demostrar”, tratado de la intuicién a la formalizacion, que enfatiza la

necesidad de la plausibilidad del conocimiento matematico escolar
(Marmolejo y Moreno, 2018).

Estos autores proponen un tratamiento metodolégico de la
intuicién a la formalizacién, desde la perspectiva de la Teoria de la
actividad que es de caracter formativo y que viene de las concepciones
de Lev Semiénovich Vygotsky, que a la vez fue desarrollada Galperin
(2000) y extendida por Talizina (2002).

Construccion alternativa de las propiedades del triangulo

La hipotesis de trabajo consiste en afirmar que el orden sistemético de
propiedades geométricas heredado de la obra “Los elementos” escrita
por Euclides en el siglo III antes de nuestra era, el cual ha sido
reproducido con consecutivas adaptaciones hasta constituirse en
contenido de programas educativos y libros de texto; no es
necesariamente el orden de presentacion de las propiedades
geométricas del tridngulo, a considerar en su ensefianza; aunque se
han realizado diversos disefios didacticos como formas de facilitar la

comprension de dichas propiedades para los estudiantes.
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Nuestra investigacion nos orienta a analizar y decidir sobre si
(podemos proponer un orden sistematico alternativo para el
tratamiento de las propiedades geométricas del triangulo en el
contexto escolar? Para ello, intentamos dilucidar y establecer los
criterios que condujeron a Euclides a definir su sistema que
actualmente es la base de los programas educativos y libros de texto

de Nivel Medio Superior.

Con tal propésito, procuramos un acercamiento historico a la
obra de Euclides, la que se explica, en principionjhn, como una
primera intencién de recuperar la geometria ya existente, es decir la
historia de la geometria, lo que se evidencia al incorporar
producciones previas de los pitagdricos, Tales e Hipocrates segtin el

relato de Proclo.

Del analisis de la obra los Elementos de Euclides(1991), se destaca
que, en ella, se ordena y compendia el saber geométrico de esa época,
le dota de estructura y con el rigor légico concebido asi en su
momento, el cual caracteriza y distingue a las matematicas. Euclides
muestra que todo razonamiento riguroso o demostraciéon debe tener
una base sobre ciertos principios o conocimientos que se han

establecido previamente, ya sea por demostraciéon o por convencion.

Por lo anteriormente expuesto, es posible afirmar que Los

elementos son:

1. Untratado de geometria pura
El ordenamiento de proposiciones observa el criterio l6gico deductivo
3. Delos primeros elementos (postulados), deduce las proposiciones bajo
reglas légicas.
Se usa para el ordenamiento la estrategia de marcha atras.
5. Adolece de mostrar aplicaciones de los teoremas demostrados
6. Fue la base para que Hilbert la caracteriza con una visién

contemporanea de la matemética.

42

Reflexiones sobre la practica docente de matematicas Vol 3



il 5=

Construccion de propiedades geométricas del tridangulo via la conjeturacion

7. Sigue siendo el texto por excelencia de la geometria sintética.

Se ha concebido como el patrén para la elaboracién de textos
escolares por mas de 2000 afios.

Propuesta alternativa de sistema de propiedades geométricas
del triangulo

En esta investigaciéon nos preguntamos: ;Por qué la necesidad de un
ordenamiento alternativo? Los Elementos de Euclides son “puros"
porque no incluyen ninguna aplicacién practica, pese a que esta obra
tiene un gran numero de aplicaciones en fisica e ingenieria. Los
Elementos fueron ordenados de manera légica y no fueron hechos
para ensefarse directamente en el aula escolar, por lo tanto, se necesita

de una transposicién didactica y esta es una propuesta para ello.

A diferencia de la orientacién 16gico-deductiva, nos proponemos
que las propiedades factibles de construir (descubrir por el
estudiante), se validen plausiblemente, sin pérdida de cientificidad,
auxilidandonos para ello de procedimientos heuristicos, como realizar
construcciones con los portasegmentos, generar movilidad con
recursos de geometria dindmica (GeoGebra), propiciando la
exploracién experimental y estimulando las argumentaciones. Se trata
finalmente de una propuesta de presentaciéon de la geometria del
tridngulo para el contexto escolar con alta carga intuitiva e inductiva

en la formulacién de argumentos.

Debido a nuestro propoésito, algunas de las propiedades
demostradas en el sistema euclidiano, aqui seran consideradas como
definiciones, dada la familiarizacién que con ellas ya se tienen estables
en el conocimiento de los estudiantes, como por ejemplo “en el
tridngulo isdsceles, los angulos opuestos a lados iguales son iguales”

se sustituye por la definicién de tridngulo is6sceles como el que tiene
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dos lados iguales y dos angulos iguales. Para el ordenamiento de

proposiciones, definimos los siguientes criterios:

Los primeros elementos seran proposiciones simples que seran la base
para la obtencién de las subsiguientes.

La plausibilidad se constituye en el criterio de verdad, a partir de
argumentaciones de naturaleza tanto intuitiva como formal.

La secuencia de proposiciones se ordena de las mas simples a las mas
complejas.

Privilegiamos iniciar con el paralelismo, la semejanza y luego la
congruencia (a diferencia del orden en los Elementos)

Completamos las propiedades geométricas del triangulo con los centros y
lineas notables.

No consideramos los términos no definidos (punto, recta, plano, cuerpo)
como no conocidos

Asumimos como linea generadora de propiedades el paralelismo, a
diferencia del orden euclidiano.

Los procedimientos heuristicos de los que se hara mayor uso son las
construcciones geométricas, la movilidad, la visualizacion, la reducciéon de
un problema a otro ya conocido, entre otros; asi mismo, los argumentos
que se suscitan son de naturalezas tanto intuitiva-inductiva como
deductiva plausible.

Previo a la presentacién del sistema de propiedades, se formula un
prontuario de conceptos, definiciones y términos, que han sido

recurrentemente usados en grados escolares anteriores al NMS.

De acuerdo con estos criterios, el ordenamiento propuesto es el

siguiente:

1. Propiedades de perpendicularidad.

2. Propiedades de rectas paralelas.

3. Dos rectas cortadas por una recta transversal forman angulos: alternos

internos iguales; alternos externos iguales (A=B); correspondientes

iguales; y opuestos por el vértice iguales.
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10.

11.

12.
13.

14.

15.
16.
17.

La suma de los dngulos interiores de un tridangulo es igual a 180°.

El angulo exterior de un tridngulo es igual a la suma de los dos angulos
interiores no adyacentes a él, y mayor que cualquiera de ellos.

La suma de los dngulos exteriores de un tridngulo es igual a 360 grados.

En todo triangulo, a mayor angulo se opone mayor lado, y viceversa: a
mayor lado se opone mayor dngulo; a lados iguales se oponen angulos
iguales.

Todo tridngulo rectangulo posee uno y solo un dngulo recto, en tanto que

los otros dos dngulos, son complementarios.

Si dos triangulos tienen iguales bases, e iguales alturas, ambos triangulos
tienen igual area.

El segmento de recta que une los puntos medios de un tridngulo tiene por
longitud la mitad de la del tercer lado, y es paralelo a este. Sus lados se
dividen en la razén V2 por el punto medio, y los tridngulos asi formados

son semejantes (dngulos iguales y lados divididos en la misma razén)

Toda recta paralela a uno de los lados de un triangulo divide a los otros
dos lados de éste en la misma razén. Los triangulos asi formados son

semejantes al tener dngulos iguales y lados proporcionales
Semejanza de triangulos: a) AAA, b)LAL, c) ALA

Los segmentos de rectas transversales al sistema de paralelas son
proporcionales (Es la misma razén en que las paralelas dividen a las

transversales).

Congruencia de triangulos: dos tridngulos cualesquiera son congruentes
si:

LLL b)ALA c) LAL

Puntos notables del tridngulo.

Circunferencia inscrita en un tridngulo.

Las mediatrices de todo tridngulo son concurrentes en un punto, el
circuncentro, el que es el centro de la circunferencia circunscrita al

triangulo.
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18. Circunferencia circunscrita en un triangulo.

19. La suma de las 4reas de los cuadrados construidos sobre los catetos, son
equivalentes al drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa.

20. Teorema: La suma de las areas de los tridngulos equildteros construidos
sobre los catetos, son equivalentes al drea del triangulo equilatero
construido sobre la hipotenusa.

21. Teorema: La suma de las areas de los semicirculos construidos sobre los
catetos, es equivalente al area del semicirculo construido sobre la
hipotenusa.

22. Teorema de Pitdgoras: Las areas de figuras semejantes construidas sobre
los lados del triangulo rectangulo, estdn en relacion tal, que las areas juntas
de las figuras sobre los catetos son equivalentes a la de la figura construida

sobre la hipotenusa.

A continuacién, mostramos parte del ordenamiento propuesto

para la construccién de las propiedades geométricas del triangulo.

Figura 1:

Nuevo ordenamiento propuesto de las propiedades geométricas del tridngulo
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= | - = perpendiculares 3 una
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punto dado. f
ASimareiaeal 6. Si la suma de los dagulos
e a / comprendidos  catre  dos
dos rectas, las dos rectas cortadas por uma recta
5. La suma do los dngulos
rectas son paralelas. secante (transversal) que se
Y i dos roctas son IO encuentran del mismo lado
paralelas y otra recta Iads de wm recta de ésta es 150, emtonces las
F—F “ 2 transversal perpesdicular dos rectas cortadas por I
wna de ellas, también aellas es 1907 / secante som paralelas; y
s a viceversa: Si las rectas son
b otra recta paralela. paralelas, diches  dngulos
suman
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é por  wm  mda
transversal  forman w 9. EI Angulo exterior de un
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= ——— iguales; y opuestos por
——— el vrtce iguales.
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Marco tedrico y metodolégico

El marco tedrico metodolégico en especifico para esta investigaciéon se
basa en el trabajo de Marmolejo y Moreno, (2019), donde muestran
que la préctica de conjeturar por parte de los escolares contribuye a la
construcciéon de conocimientos a partir del campo semantico de los
estudiantes, el cual es producto de su condicién socio cultural e
histdrica.

Es importante lo que desarrollan Marmolejo y Solano (2005), ya
que plantean la hipétesis de que la conjetura es el objetivo de la
argumentaciéon preformal o inductiva, e inicio del proceso de la
conjetura a la prueba, es pues el punto de inflexién que explica la
unidad cognitiva Argumentar-Conjeturar-Demostrar. La confianza en
una conjetura disminuye cuando un fundamento posible para ella es

refutado y aumenta cuando una conjetura incompatible es refutada.

Marmolejo y Moreno (2019) definen dos tipos de
argumentaciones:

o Arqumentacién inductiva: fundada en hechos, verificaciones y predicciones
utilizando como recursos los procedimientos heuristicos durante el
proceso de estructuracion de conjeturas por la via intuitiva-inductiva.

o Arqumentacion deductiva: resulta del encadenamiento légico de
proposiciones conforme a las reglas de la logica proposicional.

Los objetivos de la argumentacién inductiva, de la cual damos
mayor énfasis en esta investigacion, es la construcciéon de conjeturas,
mediando en ello, la deliberacién del acuerdo, la transmisién de una

conviccion y la justificacién.
De la Intuicién a la formalizacion

Este enfoque, propuesto por Marmolejo y Moreno (2018) y que
se deriva de la teoria de la actividad de los autores antes citados,
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propone que a través del uso de la intuicién se puede llegar via la
conjeturaciéon a la formulacién de propiedades que se verifican
plausiblemente y heuristicamente. Lo que proponen es fomentar en el
alumno la generacion de argumentaciones las cuales pueden ser falsas
o verdaderas. Lo importante es que el alumno logre un proceso
cognitivo y, por medio de esto, llegue a generar conjeturas que le
ayudaran a hacer plausible el conocimiento mateméatico que esta
adquiriendo. Aunque en este proceso no se llegara a la demostracion,
se considera que para su nivel educativo es suficiente para
comprender conceptos, definiciones y relaciones matematicas que

constituyen las propiedades en estudio.

Marmolejo y Moreno (2018) proponen tres momentos didécticos
para el tratamiento de conceptos y/o propiedades matematicas, como
se muestran a continuacién en la Figura 2:

Figura 2:

Intuicion-Visualizacion-formalizacién

(7 Hacia la formalizacién
4

o . i el
“~ Hadia la visualizacién
dinamica

© Apelando a la
intuicién

Fuente: (Marmolejo & Moreno, 2018)

Dentro de este proceso utilizamos el debate cientifico como
una estrategia didactica. Analizaremos los enunciados propuestos por
los estudiantes en las actividades de la secuencia, los cuales seran la
mayor parte de tipo intuitivo-inductivo, aunque existiran algunos de

tipo deductivos.
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Diseiio de la secuencia diddctica

La metodologia que se ha desarrollado para esta investigaciéon hace
uso de dos importantes recursos de ensefianza: que es el uso de la
herramienta de los portasegmentos, aunado al del software de
geometria dindmica GeoGebra. Como primer paso se inicia con el
proceso de intuicién a través del uso los portasegmentos al realizar
construcciones geométricas, posteriormente a través del software
dindmico se procede a la visualizacién para la generalizacién. En
ambos momentos se generan resultados argumentativos y como

altimo paso se realiza la formalizacién de las argumentaciones.

Los portasegmentos son una herramienta utilizada en la
geometria poco conocida. Son reglas comtinmente miden de 1.5 cm de
ancho por 15 cm de largo, aunque pueden variar proporcionalmente,
como ser de 2cm de ancho por 20 de largo. Comtnmente son de papel,
carton, madera u otros materiales, ya que son reglas de bandas
paralelas. Estas herramientas permiten utilizar las propiedades de
rectas paralelas y realizar trazos.

Figura 3.

Portasegmentos

Fuente: https://multimedia.uned.ac.cr/pem/geometria_euclidea/lab2
portasegmentos /img/25portaseg.png

Se disefi6 una secuencia de propiedades por medio de la cual el

estudiante, de forma intuitiva-inductiva, las construya y comprenda
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mediante argumentaciones progresivas de la intuicion hacia la
conjetura plausible, facilitando el paso a la demostracion por vias
logicas Se espera que propicie que el estudiante logre establecer
conjeturas, qué le daran plausibilidad de forma heuristica y que no
necesariamente necesita llegar a una prueba légica, dado que en el

nivel medio superior no se requiere rigurosamente.

Se disefi6 la secuencia didactica tomando sélo una parte del
ordenamiento de la secuencia propuesta de las propiedades
geométricas del tridngulo, con la cual se elaboraron 19 actividades. Se
llevé a cabo en la Preparatoria Popular Extension Tuncingo No. 135,
incorporada a la Universidad Auténoma de Guerrero y que utiliza el
Plan de Estudios 2010 que esta basado en competencias (UAGro,
2010a).

La comunidad de Tuncingo, se encuentra en una zona
considerada como rural, la mayoria de los estudiantes no tienen la
facilidad de estudiar una carrera después de estudiar su preparatoria.
Esta escuela cuenta con 3 aulas de material de madera y lamina de
acero, no cuenta con equipo de computo, ni medios digitales, pero
tiene conexién a internet pagada por los padres de familia, a una

velocidad méaxima de 8 Mb.

Se aplic6 la secuencia propuesta a un grupo de estudiantes de
segundo grado de forma presencial, pertenecientes al cuarto semestre,
los cuales cursaban la asignatura de Geometria y Trigonometria. El
grupo conté con 12 estudiantes y se procedi6 a realizar 3 equipos de 4
integrantes cada uno. A cada estudiante se les entregaron hojas de

trabajo con las instrucciones de la secuencia a aplicar.

Se les dio acceso a un taller virtual para que el estudiante
recordara y contara con los conocimientos bésicos de geometria, entre

los contenidos, contenian los conceptos bésicos del prontuario de
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conocimientos base necesarios, asi como el uso de los portasegmentos

y el uso de GeoGebra, elementos necesarios para aplicar la secuencia

didéctica. Dicho taller se realiz6 en la plataforma Classroom de

Google y su contenido fue el siguiente:

Contenido:

8.

NS g b=

La presentacion del taller.

Normas digitales.

Los conceptos basicos de geometria.
Angulos y tridngulos y rectas notables.
Razones y proporciones

Los portasegmentos

Introduccién a GeoGebra.

Proyecto integrador final.

Al término del taller virtual, se comenzé la secuencia didéactica

propuesta, se les solicité a cada estudiante el siguiente material para

trabajar:

Diez hojas de papel bond blanco tamafio carta o libreta.
6 portasegmentos.

Un lapiz.

Un sacapuntas.

Un borrador.

Una mesa de trabajo plana para realizar los trazos.
Transportador.

Dispositivo celular, tablet o laptop.

Presentamos de ejemplo dos de las 19 actividades propuesta del

ordenamiento propuesto de la construcciéon de las propiedades

geométricas del tridngulo:

ol &
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Actividad 3. (10 min)

Objetivo: que el estudiante comprenda que: por el punto medio de un segmento dado construya una

recta perpendicular (mediatriz)
Herramienta heuristica: Portasegmentos.

Trabajo heuristico: El estudiante mediante trazos geométricos y utilizando los portasegmentos, logre
llegar a la propiedad conjeturada de: Todo punto de la recta perpendicular por el punto medio de un segmento

dado es equidistante de los extremos del segmento dado (Mediatriz).

Momento 1: corresponde a la formacién del aspecto material verbal-empirico

Nota: Dado que el estudiante ya vio la construccion de
una mediatriz en el aseguramiento de partida, pero no se
le dio la definicion de mediatriz, le sera facil construir la
recta perpendicular.

Construccion esperada:

Preguntas:

Resultado esperado

;Cémo aseguras que la recta que construiste es la mediatriz solicitada?
¢Los dngulos formados son rectos?

¢;Por qué aseguras que los dngulos formados son rectos?

;Cuél es tu argumento?

¢;La distancia de AC a CB son iguales? ;si es asi, porque lo aseguras?
¢La mediatriz serd tnica o existira otra?

Se espera que el
estudiante argumente
de forma intuitivo-
inductivo mediante las
preguntas hechas y se
acerque a la conjetura.

Si movemos el punto C mas arriba, ;Como sera la distancia de AC con
respecto a CB? ;Por qué lo aseguras?

Si tomamos el punto D, La distancia de AD a DB como son?

Si movemos el punto D sobre cualquier direccion de la recta, ;Cémo seréd la
distancia de AD con respecto a DB? ;Por qué lo aseguras?

¢;Pasara lo mismo en cualquier posicién que coloque el punto sobre la recta
generada?

En este momento, el estudiante institucionalizara la definicion: Todo punto de la recta perpendicular
por el punto medio de un segmento dado es equidistante de los extremos del segmento dado
(Mediatriz), asi como sus caracteristicas, esto mediante las argumentaciones intuitivas-inductivas que
los llevaron en consenso con sus compaifieros a crear una conjetura solida que le dara la plausibilidad
del conocimiento.

Propiedad conjeturada: Todo punto de la recta perpendicular por el punto medio de un segmento dado es
equidistante de los extremos del segmento dado (Mediatriz).

dl &

Figura 4.

Ejemplos de actividad 3 entregadas por los estudiantes
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Actividad 8. (10 min)

Objetivo: que el estudiante comprenda que: Dos rectas paralelas cortadas por una recta transversal
forman éngulos: alternos internos iguales; alternos externos iguales (A=B); correspondientes iguales; y
opuestos por el vértice iguales.

Herramienta heuristica: GeoGebra, usando la movilidad y visualizacion.

Trabajo heuristico: El estudiante utilizando el resultado de la actividad anterior, utilizara la construccion
de la actividad 7 realizada en GeoGebra, para observar la relacion de los angulos formados y su
igualdad.

Momento 1: corresponde a la formacién del aspecto material verbal-empirico

1. Tomando como base la construccion anterior
realizada en GeoGebra, realizaremos lo
siguiente:

2. Medir todos los dangulos comprendidos entre
las dos rectas y formado por la secante.

Construccion esperada:

e
Preguntas: Resultado esperado

¢(Cémo son los angulos n y 8? ;Cudnto suman ambos
angulos? ;Por qué lo aseguras?

¢(Coémo son los angulos n y a? ;Cudnto suman ambos
angulos? ;Por qué lo aseguras?

e Siny dsuman 180°y 1y asuman 180° ;Cémo son los
angulos a'y 8? ;Por qué lo aseguras?

¢Cuénto suman ny B? ;Por qué lo aseguras?

e Siny B suman 180°y 1y d también suman 180° ;Como
son los angulos 6 y f? ;Cual es tu argumento?

¢Coémo son los dangulos n y 1? ;Cémo lo aseguras?

¢Coémo son los angulos € y ¢? ;Como lo aseguras?

¢Coémo son los angulos a'y 6? ;Como lo aseguras?

;Puedes enumerar las igualdades entre dngulos? ;Justifica y
dibujalo??

Asignaremos nombres a los pares de dngulos iguales.

Se espera qué el estudiante argumente
de forma intuitiva-induetiva-mediante
las preguntas hechas yse acerque a la
conjetura.

Los  estudiantes  mediante la
argumentacion llegaran a observar la
relacién que existe entre los angulos
formados por rectas paralelas cortadas
por una recta transversal:

o Alternos internos.

o Alternos externos.

o Correspondientes.

¢ Opuestos por el vértice.

En este momento, el estudiante institucionalizara la definicion: Si la suma de los angulos comprendidos
entre dos rectas cortadas por una recta secante (transversal) que se encuentran del mismo lado de ésta
es 180°, entonces las dos rectas cortadas por la secante son paralelas; y viceversa: Si las rectas son
paralelas, dichos angulos suman 180. Esto mediante las argumentaciones intuitivas-inductivas que los
llevaron en consenso con sus comparieros a crear una conjetura solida que le dard la plausibilidad del
conocimiento.

Propiedad conjeturada: Dos rectas paralelas cortadas por una recta transversal forman dngulos: alternos

internos iguales; alternos externos iguales (A=B); correspondientes iguales; y opuestos por el vértice iguales.

Figura 5.
Ejemplos de actividad 8 entregadas por los estudiantes.
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Recoleccion de datos y analisis

Debido a que la Preparatoria no cuenta con centro de cémputo,
se procedid a llevar el siguiente material para aplicar de manera
6ptima la secuencia y asi poder recolectar audios y videos de la

aplicacién de la secuencia.

Materiales y equipos:

e  DPortasegmentos.

e 3 celulares para grabacién de actividades.

e 2laptop

e 1 Tablet

¢ 1 Bocina portatil

¢ 3 micréfonos de solapa de 6 metros de largo semi profesionales.
e 3 Tripies para celular.

¢ 1modem 4G.

Con el taller virtual de elementos basicos de Geometria
implementado en Classroom, se logré el propdsito de que el
estudiante recordara los conocimientos previos necesarios, ademas de
conocer de cerca los portasegmentos y como se construyen y se
utilizan, asi como también conocer GeoGebra y sus herramientas

bésicas.

Conclusiones preliminares

Observamos que los estudiantes tuvieron dificultades al comprender
por si solos mediante el taller virtual en Classroom de forma asincrona
como fue disefiado, dado que la comunidad por ser rural, la mayoria
de los jovenes son de escasos recurso y no cuentan con la facilidad de
tener datos en su celular, esto es recargar saldo. Por consecuencia, se

procedi6 a realizar dos sesiones presenciales de 100 minutos cada una,
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para trabajar el uso de los portasegmentos y GeoGebra. Realizadas las
dos sesiones obtuvieron las herramientas necesarias para poder
realizar las siguientes construcciones de las propiedades geométricas

del ordenamiento que proponemos en esta investigacion.

Cabe mencionar que, en cada una de las actividades, propuestas
en el taller de elementos basicos de Geometria, fueron esenciales para
comenzar las construcciones propuestas de la secuencia didéctica,
entre ellas el aprender a usar los portasegmentos, el uso de GeoGebra,
asi como también el tema de razones y proporciones, ya que se

necesita para los temas de semejanza de triangulos.
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Reflexiones sobre el lenguaje algebraico y la modelacion escolar

Identidades algebraicas y
factorizacidén desde una perspectiva

geométrica’

Lea Mondragon Garcia ~- Marcela Ferrari Fscold — Edgardo Locia Espinoza

Sustentamos esta investigacion con la Teorfa de Situaciones
Didacticas, donde estudiaremos identidades algebraicas de segundo
grado y la factorizacién. Integramos en las actividades el uso de
material manipulable y GeoGebra. La experimentacion piloto se
llevé a cabo con un grupo de estudiantes de tercer semestre de
educaciéon media superior. El desarrollo de las actividades se
trabajan en modalidad virtual utilizando las plataformas de Google
Classroom, GeoGebra y ZOOM. Buscamos que el disefio de las
actividades propicie que los estudiantes interacttien con figuras
geométricas manipulables para explorar identidades algebraicas,
con el fin de que comuniquen, en sesiones sincronas, sus propuestas
de resoluciéon. Al momento de presentar este reporte nos
encontramos en el andlisis de los datos del piloto realizado en el

primer ciclo de la Ingenierfa didactica que desarrollamos.

Palabras clave: Factorizacién, Identidades, Al gebra, Situacion.

Introducciéon

Desde mi practica docente he percibido que existe cierta recurrencia
en los errores que cometen los estudiantes de bachillerato cuando
trabajan con algunos contenidos algebraicos, tal el caso de un binomio

elevado al cuadrado. Con frecuencia presentan resultados erréneos

5 Mondragoén Garcia, L., Ferrari Escold, M. & Locia Espinoza, E. (2022). Identidades
algebraicas y factorizacion desde una perspectiva geométrica. En N. Marquina, M. Ferrari &
M. Méndez, (Eds.) Reflexiones sobre la prictica docente de matemdticas Vol 3 (pp. 61-80). Facultad
de Matematicas, UAGro. Acapulco, Gro., México
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tales como (a + b)? = a? + b%, (a — b)2= a? — b%?0 (a + b)? =
a? + ab, donde observo que hacen mal uso de las reglas para calcular
los productos basicos como la suma de dos términos elevado al
cuadrado, la diferencia al cuadrado de dos términos, o el producto de
una suma y diferencia de dos términos, incluso algunos estudiantes,
no toman en cuenta el signo, ya que no le dan un significado
matemalltico. En la literatura hemos encontrado que, muchos de esos
errores que comenten mis estudiantes han sido reportados como
“errores comunes” (Callou y Pereira 2021) y de acuerdo con las
investigaciones revisadas (Socas, 2007; Graciano y Aké, 2017; 2019),
muchos de los errores se deben a la falta de comprensiéon y de
significados que construyen los estudiantes mientras trabajan con

dichos contenidos algebraicos.

El édlgebra es un drea considerada de dificil entendimiento para
los estudiantes, ya que se forman una concepcién equivocada de los
procesos y la incidencia en errores repetidamente, por lo cual dificulta
el aprendizaje del algebra en los estudiantes, (Graciano y Aké, 2017;
2019: 2021). En este trabajo, particularmente nos cuestionamos sobre:
;Cémo favorece la implementacién de una secuencia, fundamentada
en la Teorfa de Situaciones Didacticas, para la ensefianza-aprendizaje
de productos notables y el proceso de factorizacién, desde una
perspectiva geométrica?, ya que consideramos importante que los
estudiantes comprendan y signifiquen los procesos mediante las

actividades que el profesor plantee.

Tenemos como interés principal disefiar una estrategia didactica
para la ensen‘Janza de la factorizacion de expresiones algebraicas de
binomios y trinomios, desde la relacién entre dlgebra y geometria,
apoyandonos de la construccién de rectangulos y desafiando a los
estudiantes a lograr una expresién algebraica, trabajando con el

calculo de sus areas.
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Teoria de Situaciones

Sustentamos nuestra investigaciéon en la Teorfa de Situaciones
Didécticas (TSD) ya que plantea una postura constructivista-
piagetiana, permitiendo y contribuyendo a la construccion del
conocimiento en situaciones de aula. Godino, et al (2020), consideran
que la hipétesis basica de la TSD es el conocimiento construido en la
interaccién alumno-saber-profesor, donde el profesor debe tener la
capacidad de incitar a los estudiantes a aceptar el desafio de aprender
matematicas, con una selecciéon adecuada de actividades. El interés
principal de esta teoria es determinar como los individuos construyen

y comunican los saberes matematicos en la resolucién de problemas.

Brousseau (2007), plantea que, una situacién es aquella
interaccién entre un sujeto y el medio, a fin de alcanzar el saber
enseflado. Considera que: “Una situacion diddctica es un conjunto de
relaciones explicitas o implicitamente establecidas entre un alumno o
un grupo de estudiantes, algin entorno y el profesor con el fin de

permitir a los alumnos aprender algtin conocimiento” (Godino, et al,
2020, p.149).

Entonces, consideraremos como situacion didéactica a toda la
actividad desarrollada por parte de los estudiantes y del profesor en
combinacién con el saber. En este sentido, es importante provocar en
el estudiante responsabilidad de involucrarse y buscar una solucion al
problema que se le plantee al desarrollar las actividades disefiadas por

el profesor.

Brousseau propone identificar, en una situacién didéctica,
aquellas situaciones donde el estudiante interactda con el medio
construyendo conocimiento matematico sin la intervenciéon explicita
del profesor (Godino, et al, 2020, p.150). Es decir, proponer las
situaciones adiddcticas, donde el estudiante se enfrenta a una situacion-
problema aplicando los conocimientos con los que cuenta, quizas
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cambiando e incluso adquiriendo nuevos conocimientos, mediante los
resultados de la interaccién que realiza en la busqueda de solucion al
problema (Godino, et al, 2020). En este sentido, es necesario
reflexionar sobre el medio didactico que provoque la interaccién entre
los estudiantes y las tareas especificas, donde el papel del profesor es
relevante en su disefio cuidando que el estudiante construya sus
conocimientos al realizar las actividades planteadas, manipulando o

transformando el medio.

La Teorfa de Situaciones didacticas, propone situaciones para la
construccién del conocimiento matematico a fin de observar cémo
aprende el alumno, cudl es su comportamiento y su evolucién al
adquirir el conocimiento, clasificindose como situaciones adidécticas,

base para estructurar nuestro disefio, a:
Situacion de Accion

“En las que se genera una interaccién entre los alumnos y el medio
fisico. Los alumnos deben tomar las decisiones que hagan falta para
organizar su actividad de resolucién del problema planteado”,
(Cantoral, et al, 2005, p.43). Esta situacién es disparadora de la
devolucion al estudiante de la necesidad de aprender, de resolver un
problema. Consideramos que una actividad donde el estudiante
manipule cuadrilateros recortados en papel para armar una figura de
mayor area los involucra en trabajar con férmulas de 4reas conocidas,
organizar informacién y discutir sobre cémo articular las “partes”

conocidas y el “todo” a descubrir.

Situacion de Formulacion

El objetivo principal es la comunicacién y la informacion que cada
estudiante aporte. “Para esto deben modificar el lenguaje que utilizan
habitualmente, precisandolo y adecuandolo a las informaciones que

se deben comunicar”, (Cantoral, et al, 2005, p.43). El estudiante debe
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interesarse en la buisqueda de una solucién, haciendo uso de un
lenguaje entendible para comunicar a sus compafieros, con
responsabilidad, sus propias conclusiones presentdndoles una
propuesta de solucion, haciendo uso de sus conocimientos. En esta
fase, consideramos importante organizar a los estudiantes en grupos
de trabajo, donde compartan sus ideas propicidndose, la observacién

de diferencias y similitudes en los resultados propuestos.

Situacion de Validacion

Se trata de que el estudiante pueda convencer a sus comparieros de la
validez de las afirmaciones que hace; en esta situacién, cada uno de
los estudiantes deben probar y demostrar sus afirmaciones a sus
compafieros, no siendo suficiente con la comprobacién de un ejemplo
para afirmar como verdadera su conjetura; siendo necesario
argumentar el por qué de su propuesta. En esta fase, el estudiante
corrobora o prueba lo que ha propuesto para la resolucién de la
actividad planteada, con el fin de verificar si la propuesta en la
situacion anterior es veridica, realizando comparaciones con el trabajo

de sus compafieros, para crear una sola propuesta de resolucion.
Situacion de Institucionalizacién

En esta situacion se ve claramente la intervencion del docente, con las
estrategias que pueda utilizar, haciendo responsable al estudiante
sobre su propuesta de resolucién, considerando las aportaciones de
cada estudiante y valorando el trabajo realizado en los tres procesos
anteriores, para acercarlos a un lenguaje matematico mas formal y a la

mejor estrategia de resolucion.

El docente no debe dar al estudiante el resultado al que debe
llegar, sino que lo debe dejar experimentar con las actividades que
deben estar organizadas para que el estudiante pueda transitar entre
la accién, formulacién y validacién, (Cantoral et al. 2005).
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En cada una de las situaciones existe implicitamente una
situacién adidactica, en la que el estudiante se responsabiliza del
desarrollo de la actividad, considerando esta labor como parte

esencial para la construccién y adquisicién de un conocimiento nuevo.

Metodologia

Se considera la Ingenierfa didéctica como la metodologfa indicada
para esta investigaciéon. Segtin Calderén y Leén (2005), se puede
implementar en la ensefianza ya que se considera como caracteristica
fundamental la comparacién del analisis a priori de acuerdo a lo
planeado en las actividades y el analisis a posteriori con los datos
obtenidos de las actividades realizadas por los estudiantes,
obteniendo asi un proceso que permite al estudiante construir su
propio conocimiento. Esta metodologia consta de cuatro fases: andlisis
preliminar, andlisis a priori, puesta en escena y analisis a posteriori

(Artigue, 1995), fases que permiten validar el disefio.
Andlisis preliminar

Este analisis estda siendo desarrollado desde los reportes de
investigacién que nos permiten conocer la problemética abordada
atendiendo las dimensiones cognitiva, epistemolégica y didactica
involucradas, mismas que se fortaleceran con el andlisis a posteriori del
primer ciclo de nuestra investigacion, elementos que presentamos en
este articulo.

Andlisis a priori

En esta fase se disefia la secuencia didéactica de actividades, la
dosificacién de los tiempos, el rol que tendra el docente frente al grupo
de estudiantes, asi como realizar una hipétesis sobre la producciéon de
los estudiantes; basandonos en el andlisis preliminar. El analisis a

priori, se convierte en un andlisis de control de significados y
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“comprende una parte descriptiva y una predictiva, centradas en las
caracteristicas de la situacion disenllada y que se pretende presentar
en la clase a los estudiantes” (Artigue, 1995, p. 45).

Se ha disefiado una secuencia de actividades en las que se
plantean el desarrollo del proceso de factorizacién considerando tres
casos: Factor comun, Diferencia de Cuadrados y Trinomio Cuadrado
Perfecto, tal como se muestra en el Esquema 1.

Esquema 1.

Secuencia de actividades para Factorizacion

.Diseiio de actividades para el caso de factor comiin

El conocimiento matemaético que nos interesa estudiar es identidades
algebraicas y factorizacién, trabajando desde una perspectiva
geométrica. En la Tabla 1 presentamos una sintesis de las actividades
matemadticas diseniadas asi como elementos predictivos y descriptivos

que evidencian nuestras ideas.

Por las condiciones de emergencia sanitaria se consideré disefiar
las actividades para un ambiente virtual. Se planearon dos sesiones en
la plataforma de ZOOM, con un tiempo de 120 minutos. Nos
apoyamos en la plataforma de Google Classroom, en donde
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proporcionar el material de trabajo y solicitar cuadrilateros recortados
con medidas especificas y diferentes colores, actividad asincrona

previa a la sesién inicial.

Tabla 1:
Sintesis de disefio
Sltac1ondcildact1ca Actividad Intencién Argumento esperado
Construir el rectan- | o Identificar los e Hacer uso de la féormula
gulo de mayor drea | lados del rectingulo o sumar las dreas indepen-
con los recortes | mayor (sin medir) dientes
dados e Calcular su area e Identificar que la medida
.. aritméticamente en comun de las figuras es
Accién la altura
Representar de for- | Transitar del trabajo
ma general el area aritmético al lenguaje Sumar éreas de las partes o
algebraico multiplicar lados.
Formulacién Dibujar un cuadrila- Transiter del lengusje Proponer que puec/ie ser un
tero dada una expre- . A cuadrado o un rectdangulo de
) . algebraico al geomé-
sion algebraica trico tal forma que represente el
drea
L e Abstraer lo Se puede determinar de
Validacién Analizar lo que | comun en las figuras sumando independiente y
varfa y lo que es | ylaexpresién gene- aplicando la formula
comun en applets y | ral del area formada conocida
. L video. e Conocer el factor
Institucionalizacion comtn

La intenciéon de la primera actividad asincrona es que el
estudiante calcule las &reas de cuadrilateros, en especifico de
rectangulos y cuadrados, de forma independiente, aplicando los
conocimientos adquiridos en la escuela. Se le solicita la construcciéon
de un rectangulo con el material recortado, desafiando a usar sus
conocimientos de geometria y aritmética para dar respuesta a las
cuestiones: jCuales son los lados del rectangulo que construiste?,
¢Coémo podemos saber si es el rectangulo mas grande? Se espera que
el estudiante conteste sin utilizar algiin instrumento de medida, sino
solo los datos de las figuras recortadas y que se interese en buscar la

solucion de la actividad, propiciando una situacién de accién.
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La primera sesién sincrona invita a los estudiantes a contestar un
cuestionario (formulario de Google) de conocimientos previos
pensando en utilizar no mas de 15 minutos en esta actividad y cuya
intencion es que recuerden las férmulas para el calculo del drea del
rectingulo y del cuadrado, reduccion de términos semejantes y
operaciones basicas entre binomios. Luego, se propone generar dos
grupos de trabajo en salas de Zoom, otorgando unos 20 minutos para
que los estudiantes compartan la solucién de la tarea asincrona,
observen las similitudes y las diferencias de sus trabajos en
comparacion con los de sus compafieros y discutan sobre la estrategia
utilizada (sumar las areas de los recortes o abstraer altura comtin por
suma de lados pequetios de los recortes) emergiendo una situacién de
formulacién. Después se los pasara a la sala general de zoom para
compartir las conclusiones de cada grupo y explicar la forma en la que
realizaron la actividad con el resto del grupo. El lenguaje
predominante es el aritmético, esperando que asome un lenguaje
algebraico y se fortalezca al desafiarlos con la tarea de representar
geométricamente la expresion algebraica 17x abonando la situaciéon
de validacion.

A manera de cierre de la primera sesién, se invitard a los
estudiantes a interactuar con un applet de GeoGebra disefiado
reproduciendo, de manera dindmica, las actividades que han
trabajado con material concreto Se espera que mediante la observacion
de lo que sucede al variar el tamafio del rectangulo mayor
manipulando los deslizadores, pudieran abstraer lo comun y lo que
varia en cada caso. (Figura 1); haciendo una analogia de lo que se haya
realizado en las situaciones anteriores, y logren expresar el 4rea de la
construccién geométrica de forma algebraica. En los minutos restantes
de la sesién, se les proyectard un video, en donde se muestra la
realizacion de la construccion geométrica de la actividad,

concluyendo en una expresién algebraica, provocando a los
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estudiantes a la reflexién, haciéndoles saber la forma matematica
adecuada del tema de factorizacién, en particular, el caso de factor
comun. Antes de concluir se incitard al estudiante a plantear una
solucion en el calculo del area de un cuadrado apoyandose de dos
figuras (un cuadrado grande y un pequefio), en donde al cuadrado
mayor se le recorta el area del cuadrado menor, esto tltimo para
trabajarlo de forma independiente y asincrona para reflexionar en la
siguiente sesion.

Figura 1.
Captura de pantalla del applet a utilizar

Jugando con las Areas -o- . -

De forma andloga se trabajaran los otros dos métodos, los que no

son presentados en este articulo.

Fase de experimentacion

En esta fase se desarrolla la situacién didactica disefiada
recolectando los datos que emergen de las actividades, que en nuestro

estudio piloto se realizé de manera virtual.

El experimento se llevé a cabo con estudiantes de la Educaciéon
Media Superior, de la Universidad Auténoma de Guerrero, de la
Unidad Académica Preparatoria Popular Incorporada Colotlipa,
ubicada en la localidad de Colotlipa, municipio de Quechultenango,
del Estado de Guerrero. Los estudiantes se encontraban cursando el
segundo grado, en el tercer semestre, en el turno vespertino, cuyas
edades oscilan entre 16 y 19 afios.

Algunos de los estudiantes viven en esa misma localidad, una de
las alumnas vive en una comunidad aledafia, Juxtlahuaca y otra en la
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comunidad de Xoyapezco. El grupo se conformé por ocho
estudiantes, siete nifias y un nifio. Es importante mencionar que la
mayoria de los estudiantes de esta institucién no cuentan con una
computadora y en su mayoria se conectan a través del celular por
medio de datos méviles.

Las actividades se llevaron a cabo en un ambiente virtual
distribuyendose de forma asincrona utilizando la plataforma Google
Classroom y sincrona con el uso de Zoom. Algunas de las actividades
se desarrollaron de manera individual para luego compartir al
colectivo de compafieros la forma en que se resolvieron las

actividades.

Para la recolecciéon de los datos ocupamos las siguientes
herramientas:

o Formulario de Google; donde se registraron las respuestas de los estudiantes
con el fin de conocer sus conocimientos sobre el calculo de las areas del
rectingulo y el cuadrado, iniciando con la representaciéon algebraica
generalizada.

o Plataforma de Google Classroom donde se recogieron las fotografias de los
trabajos realizados por los estudiantes con el material requerido en la
realizacion de las actividades asincronas como sincronas.

o Plataforma Classroom de GeoGebra donde se registraron algunas de las
actividades realizadas por los estudiantes ya que no todos lograron
entregar por el dificil acceso al internet.

o Videoconferencias realizadas en la plataforma de ZOOM con el fin de
utilizar las salas para dividir en dos grupos de trabajo, para llevar a cabo

la comunicacion, sesiones que fueron videograbadas.
Para el analisis de los datos se transcribieron las videograbaciones
identificando a los participantes con la letra “En”,donden=1,... 8 y

se utiliz6 la misma nomenclatura para las producciones escritas de

cada uno.
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Analisis a posteriori

En esta fase se analizan los datos recogidos en la fase de
experimentacién siguiendo los principios de la teoria de situaciones
didé&cticas; para luego contrastarlo con el analisis a priori para validar
el disefio propuesto. En esta ocasioén, presentamos un primer andlisis

del caso de factor comun.

En el Formulario de Google, los estudiantes contestaron de
acuerdo a sus conocimientos sobre el calculo de las areas del
rectangulo y el cuadrado. Ante la pregunta ;Cémo determinas el drea
de las figuras?, (Figura 2) la mayoria contest6: “L x L” (E3) o “Por la
formula seria LxL” (E1), respuesta que nos informan sobre el uso
adecuado de las férmulas, teniendo como intencién que el estudiante
exprese de forma general la representacion del &drea de los

cuadrilateros, retomando esto tltimo en las actividades posteriores.

Figura 2.

Figura mostrada en el formulario de Google

Luego de responder el formulario, organizando a los estudiantes
en dos equipos cada uno en una sala de Zoom, se invité a compartir
sus respuestas de la actividad asincrona, evidenciando que utilizaron

sus conocimientos previos confirmando que emergi6 una situacion de
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accion al manipular el material propuesto sin requerir la construccién

de nuevos conocimientos (Extracto 1).

Extracto 1: Construccién y determinacién del area del rectangulo.
E1: ;En la prequnta niimero 3, como obtuvieron su rectingulo mds grande?

E3: Pues acomodé las figuras asi de un solo lado y ya de un lado fueron 23. 5y
del otro solo 10.5, y ya fue todo.

Profesor: ; De un solo lado?, ; puedes mostrarnos con tu cimara como lo hiciste?,
(Figura 3).

E3: Si, maestra.

Profesor: jes la tinica forma de representar esa drea?, ; qué contestaron?, ;si o
no? y ;por qué?

E6: yo le puse que si, porque son la medidas que tengo y aunque lo cambie siguen
siendo lo mismo

Profesor: E4, muéstrame en tu pantalla ; como hiciste tu figura?
E4: Si se puede poner varias o... tres
Figura 3.

Construccion por el E1, del rectangulo solicitado

En el extracto anterior se muestra el trabajo realizado por los
estudiantes, observando que lograron identificar que era la tnica
forma de construccién del rectangulo, debido a las medidas
especificas, resaltando que la altura es comun en todas las figuras
(Figura 3 y 4). Esta conjetura a la que llegaron era la esperada, ya que

esta era la intencionalidad de las medidas otorgadas.

Posteriormente, se les cuestion6: ;De cuantas formas
(reacomodando las figuras) puedes representar el area?, ;Por qué?,
con la intencién de que confirmaran y verificaran (si no lo habfan

hecho) su propuesta (Extracto 2).
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Figura 4.

Construccion por el E4, del rectangulo solicitado

.,

Extracto 2: Confirma que es la tinica forma de acomodar los recortes.
Profesor: E4, nos muestras la figuras ordenadas de otra forma, ;por qué dices que si se
puede)

E4: mmmm, no solamente se puede asi [refiriéndose a la Figura 4], sino que también,
asi,[Figura 5].

Figura 5.

Construccion por el E4, de una forma diferente

E4 intenta mostrar que existen formas diferentes de construir el
rectdngulo pero s6lo gira la orientacion de la figura evidenciando que
la posicién del rectangulo es parte de su definicién, es decir, no abstrae
la independencia de la forma de todo cuadrildtero respecto a la
posicion. Sin embargo, luego de la discusién con sus comparfieros,

identifica que se trata de la misma figura.

En la siguiente actividad, los estudiantes debian observar las
similitudes y las diferencias entre su trabajo y el trabajo de sus
comparieros, ademds de contestar a la pregunta: ;Como se puede
generalizar una expresion de la representacion de las areas? Se busca

provocar a los estudiantes a una situaciéon de formulacion, al invitarlos
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a compartir con sus compafieros sus propuestas de resolucién
(Extracto 3)

Extracto 3: Respuesta a la generalizacién del drea del rectangulo construido.

El: ... nosotros quedamos de acuerdo que era de dos maneras de encontrar el drea de un
rectangulo, que era una forma particular y otra general, y que pues para calcular el drea del
rectingulo construido, lo podiamos hacer con su formula del rectangulo que es drea que es
igual a base por altura.

En el extracto 3 evidenciamos que los estudiantes tienen la idea
de la expresion algebraica como una generalizacién a partir de
situaciones particulares. Sin embargo, no lograron expresar de forma
escrita, s6lo mencionaban que se lograba haciendo uso de la férmula
conocida para el célculo del area del rectdngulo y del cuadrado,
evidenciando que se mantienen en una situacién de accién no
llegando a percibirse elementos propios de una situacién de
formulacién. Sin embargo, minutos después se logra observar que los
estudiantes ya lograron relacionar lo geométrico con lo algebraico y
viceversa (Extracto 4), demandando consensuar diferentes

argumentos.

Extracto 4: De lo algebraico a lo geométrico.

Profesor: Para la actividad 3: dada la expresion de 17x, ahora ;podemos representarla
de una forma geométrica?, ;como lo proponen?

E3: yo creo que no, porque para ser una figura tendrias que tener mds expresiones

E1: pues yo decia que si, porque si estd dada en una expresion general y la podemos
poner en una particular, ya solamente si conocemos las medidas de cada uno, en
vez de poner una forma general, la podemos poner en una forma particular

Profesor: ;como proponen esa forma geométrica?
E4: ;podria ser un cuadrado?

Profesor: un cuadrado, a ver, como seria el cuadrado, donde su drea sea 17x. ;tu
coincides, E1 en que sea un cuadrado?;Como podemos expresar una forma
algebraica y representar de forma geométrica?, E4 dice que puede ser un cuadrado,
E3 ;i sigues pensando en que no?

E3: creo que seria un rectingulo, ya, este, dividir el drea entre los cuatro lados
Profesor: ok, E4 dice que puede ser un cuadrado, E3 dice que puede ser un rectingulo
y E1, ;qué dices E1?
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E1: pues que es un rectingulo, [contesta sonriendo]

Profesor: a ver, pensemos que puede ser un rectangulo, ; como debe ser ese rectingulo
para que su drea sea 17x?

E2: Yo tengo una propuesta, jpero no sé, si estoy bien!, (Figura 6)

Figura 6.

Representacion geométrica de la expresion algebraica propuesta del E2

En esta actividad se logra discutir diferentes maneras de
representar geométricamente un monomio, elementos que
consideramos importante para significar a los productos notables

como articulacién entre area y expresion algebraica.

Continuando en las actividades, se les proporcioné a los
estudiantes el primer applet con medidas especificas y una
construccién analoga a lo que habian realizado con el material
recortado, después se les proporcioné el segundo applet con medidas
generales (Figura 6).

Figura 7.

Applet de la plataforma de GeoGebra con medidas generales

Jugando con las Areas .

Extracto 5: Expresion verbal del area del rectangulo

Profesor: ; Como puedo encontrar el drea de este rectingulo, que no sea sumando
sus dreas, como dijo E4?, [refiriéndose al rectangulo del applet de la
Figura 7]

o o

E3: multiplicando “n” por “p”, [unos minutos después]
Profesor: Entonces “q” mide “a”, y ; cudnto mide “p”?
E2: yo maestra, este, ahora quiero participar

Profesor: jclaro!
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E2: pues “p” esigual a “a por b” [lo comenta de forma equivocada y corrige
inmediatamente], digo: a “a mds b mds c y mds d”, ;no?

E3:si

En esta parte del extracto 5 se observa que el estudiante identifica
los lados del rectangulo con una expresion algebraica y determina
coémo expresar el 4rea del rectangulo, lo cual era lo esperado en esta
actividad, mencionada verbalmente. Cerramos la primera sesién con
la proyeccién del video provocando a los estudiantes a la reflexiéon en
el trabajo realizado en las situaciones anteriores, explicitando un
lenguaje matematico adecuado, asi como el contenido abordado de la
factorizacion en especifico factor comtn generando una situaciéon de

institucionalizacién.

Conclusiones

La experiencia vivida con los estudiantes en el piloto reportado en este
articulo, al implementar una secuencia de actividades para la
enseflanza de la factorizacién de expresiones algebraicas de binomios
y trinomios apoyandonos en la articulacién entre algebra y geometria,
nos permitié percibir las fragilidades y fortalezas de las actividades

propuestas.

A pesar de las dificultades de conexién de los estudiantes,
demostraron interés y motivacién al conectarse los dias asignados
para las sesiones sincronas y entregar las evidencias en las plataformas
mencionadas. Los estudiantes recordaron conocimientos y los
aplicaron en el desarrollo de las actividades evidenciando que el
disefio no fue desafiante para provocar la necesidad de construir
nuevo conocimiento matematico, pero si una actividad enriquecedora

para interactuar con los estudiantes y fortalecer sus conocimientos.

Percibimos, luego de nuestro primera andlisis a posteriori de la
primera sesién del experimento, que es necesario atender, entre otros,

los siguientes puntos:
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e Lograr una mejor articulacién y demanda cognitiva en las
actividades.

® Mejorar la dosificacion de tiempos, ya que en cada una de las
situaciones, no fue suficiente.

e En la hoja de trabajo reestructurar las preguntas a fin de que las
respuestas no sean ambiguas.

e Incorporar otra actividad para trabajar en la situaciéon de validacion,
con el fin de que realmente se verifique lo planteado en las
situaciones anteriores.

o Asi como presentar los applets de GeoGebra en la situaciéon de
validacién, ademas de dar tiempo a una interaccién individual, en

vez de considerarlos en la situacion de institucionalizacion.

Consideramos que en la siguiente propuesta, propiciar que los
estudiantes interactien con los applets de forma independiente y en
equipo, y asi al final compartan sus observaciones, realizando las
actividades solicitadas en la plataforma de GeoGebra; ademas que se
sugiere considerar esta actividad como parte de la situacion de
validacién y no de institucionalizacién. Es importante entender que la
situacion didéctica debe ser un recurso de implementacion para lograr
que los estudiantes alcancen el saber deseado asi como reconocer el
rol del profesor ya que se enfrenta a una tarea dificil. Por otro lado,
disefiar actividades que devuelvan a los estudiantes la necesidad de
aprender donde se propicie el conocer y reconocer la importancia de
los procesos, las reglas asi como cada elemento involucrado y la

implementacion adecuada en los ejercicios que se le presenten.
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Reflexiones sobre el lenguaje algebraico y la modelacion escolar

Modelacion escolar para la
resignificacion de la funcidn lineal en

bachillerato®

Ada Cecilia Blanco Ruiz - Maria Esther Magali Méndez Guevara

La justificacién basica del estudio es la experiencia docente, donde
se identifica la falta de actividades del contexto del estudiante para
la funcién lineal (FL), que provoque el uso de su conocimiento
matematico. Consideramos la categoria de modelacién escolar
para disefiar una actividad matematica que ofrece alternativas para
que el estudiante obtenga un conocimiento articulado sobre FL,
mediante el desarrollo de redes de usos de conocimientos
matematicos. El objetivo general fue analizar los usos del
conocimiento matemédtico en torno a la FL que emergen al
desarrollar una situacién de modelacién escolar con jévenes de
Bachillerato General. Se realiz6é un experimento de ensefianza con
19 estudiantes de cuarto semestre del Bachillerato General en un
ambiente virtual. Se concluye en esta investigacion que los
estudiantes resignifican la FL por medio de los usos del
conocimiento matematico (tablas, gréficas, expresiones) en la
situacion de modelacién escolar planteada, y que estos usos estan
vinculados por practicas asociadas al proceso de modelacién

matematica.

Palabras clave: funcién lineal, modelacion escolar, experimento de
ensefianza, ambiente virtual.

6 Blanco Ruiz, A. C. & Méndez Guevara, MEM. (2022). Modelacién escolar para la
resignificacién de la funcién lineal en bachillerato. En N. Marquina, M. Ferrari & M. Méndez,
(Eds.) Reflexiones sobre la prictica docente de matemidticas Vol 3 (pp. 81-100). Facultad de
Matematicas, UAGro. Acapulco, Gro., México
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Introduccion

Investigaciones reportadas en Matematica Educativa enfatizan que los
profesores deben incorporar actividades en el aula que hagan que los
estudiantes usen su conocimiento matematico, las cuales le permitan ver la
funcionalidad de las matematicas (Villa-Ochoa, 2007; Pezoa & Morales, 2016;
Del Valle, 2010; Suérez & Cordero, 2008, 2010; y, Méndez, 2013).

También que la escuela prioriza la realizaciéon mecanica de
procedimientos y algoritmos, por encima de la comprension de conceptos,
es decir los estudiantes saben realizar operaciones, pero no comprenden
muy bien cémo usarlas. Ademas, las actividades estan lejos de su realidad
cotidiana (Campeén, Aldana & Villa, 2018; Garcia, 2013).

Desde mi experiencia como docente de nivel medio superior he
identificado que esto sucede en el tratamiento de la funcién lineal (FL).
Entonces, hace falta incorporar actividades en el aula en donde se tome en
cuenta situaciones del contexto de los estudiantes y en esos escenarios se
valore las matematicas, promoviendo el desarrollo del uso del conocimiento

matematico.

Aunado a lo anterior, el plan de estudio de referencia del marco
curricular comtin de la educacién media superior propone “enfatizar el valor
de uso del conocimiento matematico por parte del estudiante: esto significa,

colocar a las précticas sobre el objeto formal” (SEP, 2017, p. 66).

Asi el interés de este trabajo es sobre el tema de FL, abordado en la
asignatura de Matematicas IV, y sobre como desarrollar este con estudiantes
del Bachillerato General. Esta investigacion toma el reto de generar una
actividad matematica, que se adecue a las expectativas del modelo
educativo, en tanto se promueva la valoracién del uso del conocimiento
matematico. Para esto se ha realizado un analisis, sin ser exhaustivo, de los
resultados reportados sobre la FL en las investigaciones de Matemaética
Educativa.
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Villa-Ochoa (2007) afirma que la modelacién es una estrategia que
posibilita el significar un concepto matematico y potencia el desarrollo de
capacidades en el estudiante.

Mientras que Pezoa y Morales (2016) reconocen que en el proceso de
modelacién se resignifican conocimientos en términos de generar
conocimiento y no sélo en la adquisiciéon de objetos o definiciones o la

aplicacién de éstos.

Por su parte Del Valle (2010), considera a la modelacién como una
préactica que articula el pensamiento matematico, no sélo como una
asignacién entre objetos, sino que promueve el uso de la visualizacion
matematica como una estrategia para la formacién adecuada de los

conceptos.

Aunado a ello, los trabajos desarrollados por Suarez y Cordero (2008,
2010) dan muestra de que en una situacién de modelacién del movimiento
(SMM), se promueve la vinculacién de la modelacién y la graficacion, a
través de relacionar los significados, los procedimientos y los argumentos,

ademas declaran que una SMM propicia una resignificacién de la variacion.

Es decir, las investigaciones reportan que la modelacion puede
favorecer la construccién de significados y argumentos matematicos, por
ejemplo, para la FL. Se motiva a evitar que el estudiante aprenda los
conceptos enmarcados en procesos algoritmicos y memoristicos y que se
fortalezca el uso del conocimiento a través de una situacién de modelacién.
Esto permitira abordar cuestiones como aspectos variacionales, mediante el

uso de las graficas, tablas de datos o de las relaciones algebraicas.

En esta investigacion se considera una categoria socioepistemolégica de
modelacién, modelacién escolar (Méndez, 2013), para sustentar un disefio de
situaciéon de aprendizaje que provocé el desarrollo de redes de usos de
conocimiento matemadtico, entre ellos, usos de; gréficas, tablas y expresiones
de variacién como herramientas de prediccién, entorno que ofrecié un
escenario para resignificar a la FL en un ambiente virtual.
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Como metodologia se realiz6 un experimento de ensefianza, para la
preparacion del experimento se delimité los elementos que dan soporte
tedrico a la situacién de modelacién y se proponen las trayectorias
hipotéticas de aprendizaje (THA), mientras que en la experimentacion se
implementé el disefio en un ambiente virtual y se recabo la informacion
mediante grabaciones y notas de trabajo, para posteriormente hacer el
analisis retrospectivo de los datos.

La pregunta que gui6 la investigaciéon es ;como en una situaciéon de
modelacién escolar resignifica el uso de la FL por estudiantes de Bachillerato

General?

El objetivo general fue mostrar los usos del conocimiento matematico
en torno a la FL que emergen al desarrollar con jévenes de Bachillerato

General una situacién de modelacién escolar.

Marco tedrico

En esta seccion se muestran los aspectos tedricos que respaldan la
investigacién. El estudio “asume al saber cémo construccién social del
conocimiento entendiendo esto como procesos deliberados de usos
compartidos de conocimiento en este sentido el saber no se limita a definir

objetos matemadticos, sino de mecanismos fundamentales de constitucién”
(Cantoral, 2013, p. 57).

Este estudio comparte la acepcién de resignificacion de Cérdoba (2011)
el cual la considera como un proceso que no es sinénimo de dar nuevos
significados o nuevas definiciones a un concepto, sino una construccién del
conocimiento mismo que hacen los individuos de manera colectiva y que
estd normado por aspectos institucionales y culturales en un contexto

particular.
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La postura socioepistemolégica sobre modelacion asegura que es una
construccién de conocimiento matemético en si misma, compartiendo el
punto de vista de Cordero (2006), Zaldivar, Cen, Bricefio, Méndez y Cordero
(2014), y Tocto y Méndez (2015), su caracteristica radica en la produccién de
argumentaciones y usos de conocimiento de corte matematico que los
participantes ponen en juego durante el desarrollo de situaciones de
aprendizaje que se vinculan entre si. Ademas, esta postura no prioriza la
aplicaciéon de un contenido matematico que se movilice por el proceso de
matematizacién, y no se pretende llevar a la modelacion matematica tal cual,
a la comunidad educativa estudiantil, sino mas bien generar un marco
apropiado a la matematica escolar basado en la esencia de la modelacion
como construcciéon continua de conocimiento (Méndez y Cordero, 2014;
Tocto y Méndez, 2015).

La categoria de modelacién escolar (CME) (Méndez, 2013) pretende
redisefiar el discurso matematico escolar, para incluir a los actores en su
construcciéon de conocimiento matematico, y aminorar la tensién entre la
matematica escolar y la matematica funcional, en tanto sea ttil a quien la

construye y posibilite su desarrollo en otros escenarios.

Esta CME provee de elementos para desarrollar una matematica
orgdnica al estudiante,que permite el desarrollo de redes de usos de
conocimientos matematicos (uso de las tablas de datos, gréficas y
expresiones analiticas) que se develan como herramientas de variacién local,
puntual y global que al articularse caracterizan comportamientos o
tendencias de variacion (Méndez y Cordero, 2014). En la CME se conjugan
précticas del proceso de modelacién que propician el uso del conocimiento
matematico, dando luz a modelos de variacion. El disefio basado en esta
CME se estructura en momentos que provocan el analisis de las condiciones
situacionales y la variacién conjunta de las variables. La figura 1 exhibe

algunas de las practicas que se vivencian en la modelacién escolar.
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Figura 1.
Elementos de la categoria de modelacion escolar
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Metodologia

Se realiz6 un experimento de ensefianza. De acuerdo con Steffe y Thompson
(2000, citado en Molina et al. 2011), “los experimentos de ensehanza
consisten en una secuencia de episodios de ensefianza, donde los
participantes son un investigador-docente, uno o mas estudiantes y uno o
mas investigadores-observadores” (p. 79). Estos se desarrollan en tres fases,
en la primera se establecen los objetivos de la investigacion, se disefia la
secuencia de intervencion y se delinean trayectorias hipotéticas de
aprendizaje (THA), en la segunda se lleva a cabo la intervencién y se
recolectan los datos sobre los cuales se inicia un planteamiento de conjeturas
sobre los resultados y finalmente en la tercera fase se analiza toda la
informacion recabada y se realiza un andlisis en retrospectiva del conjunto
de datos.

En esta investigacion se plantearon trayectorias hipotéticas de
aprendizaje que se sustentan de précticas de modelacion (PM) y de usos de
conocimiento matematico que daran cuenta de la resignificacién de la FL por
estudiantes de bachillerato general, en la seccién de tareas se daran mas
detalles.
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Participantes y contexto

La experimentaciéon se llevé a cabo en un ambiente virtual. Se
compartieron dos videos, un archivo word por medio de la plataforma
Google Classroom, se empled zoom para las clases sincrénicas y se usé el

telegram para compartir las producciones durante la sesiéon sincrénica.

Los participantes fueron 19 estudiantes de cuarto semestre que
cursaron la asignatura de matematicas IV correspondiente al plan de estudio
de la Direccién General de Bachillerato (SEP, 2018). La experimentacién se
desarroll6 en siete sesiones sincrénicas de aproximadamente 40 minutos a
través de videollamada Zoom (se videograbaron) y Telegram (Chat y envio

de fotografias de lo realizado durante la sesion).

La seccién 1, se inicia con el andlisis de la situacién que se proyecta en
video?, y las preguntas descritas en la tabla 1. Posteriormente, en la seccién
2 se proyecta un segundo video® en donde se visualizan datos numéricos y
se realizan las preguntas correspondientes. Las primeras dos secciones
promueven la identificacién de variables y la relacién de variabilidad entre
ellas. Finalmente, en la seccién 3, se empled la informaciéon que los
estudiantes compartieron por telegram para promover la discusién sobre los

saberes matematicos puestos en juego.

Durante las sesiones los estudiantes trabajaron de manera individual, y
se daba un espacio para reflexionar sobre las preguntas del disefio
promoviendo la participacién. Las participaciones se previeron a criterio del
profesor, en este caso primer autor, para motivar tanto a los estudiantes que
participan mucho como los que participan poco. De esta manera poder tener

una variedad de usos de conocimientos que se explicaran de viva voz.

7 Video disponible en:
https://drive.google.com/file/d/10ems8fLRmKa2H1ugBg 21Sj64SZYKWELt/view2usp=sharing
8 Video disponible en:
https://drive.google.com/file/d/10yfR_dpnMcyWcIRdY-PIMylaYZhrJOxS/view?usp=sharing
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Tareas

La situacién de modelacion escolar se dividieron en tres secciones, a
grosso modo en la tabla 1 se muestran las THA por cada seccién. Se exhiben
las précticas de modelacion y los usos que se consider6 para la

resignificacion de la FL.

Tabla 1:

THA de la situacién de modelacién escolar (fuente propia)

Situacion de
aprendizaje

Trayectoria Hipotética de Aprendizaje

Seccién 1

Indicaciones

Intencion

Argumentos esperados

Observa el primer
video en el que se
muestra una serie de
cisternas para
almacenar agua. y se
plantea lo siguiente:

a) Describe ;qué
sucede con las
cisternas que se

muestran en el
video?

Observe e identifique las variables que
influyen en la cantidad de litros de agua
en las diferentes cisternas.

Comunicara lo que observa en las
cisternas que se muestran en el video. “la
base se mantiene constante”
“aumentando la altura, el volumen y
entonces la cantidad de litros de agua”.

Preguntas guia: ;Qué elementos observas que van cambiando en la construccién de
cisternas? ;Qué observas en la cisterna 1 con respecto a la cisterna 2?

Practicas de modelacion: Observar, identificar, toma de decisiones y organizar.

b) De Ilo que
observaste, (qué
elementos influyen

en la cantidad de
litros de agua que
podrias almacenar o
contener en las
cisternas?

Convenga que las variables que
permiten comunicar la cantidad de litros
de agua en las cisternas son: area de la
base, altura y volumen.

Identificara que los elementos que
influyen, esta la forma del, recipiente en
este caso prisma cuadrangular la altura,
area de la base y volumen de las cisternas

Preguntas guia: ;Qué es lo que observaron?; Qué forma tienen las cisternas?

Practicas de modelacion: Observar, identificar, describir, postular

) :Coémo
relacionarias los
elementos que

influyen en la
cantidad de agua
que podrian
almacenar?

Describa el comportamiento de las
variables convenidas, relacionen nimero
de cisterna-altura o area de la base-
altura.

Vinculara la variacion de la altura con el
volumen que va tomando la cisterna;
Postule una relacion de variacion entre
las variables.

Preguntas guia: ;Como describen la cantidad de litros de agua en las cisternas de

acuerdo con los elementos?

Practicas de modelacién: Observar, postular, describir, identificar, analizar, vincular.

d) (Qué elementos
cambian y cuéles no
cambian en las
cisternas?

Identifique los elementos, variables, que
cambian y cuales se mantienen
constantes.

Describira de acuerdo con lo observado
que la altura, el volumen y la cantidad de
litros de agua varian, y que la base se
mantiene constante.

Preguntas guia: ;Qué sucede con la altura de las cisternas?;Qué sucede con la base de
las cisternas?;Qué sucede con el volumen de las cisternas?; Qué sucede con la cantidad

de litros de agua en las cisternas?

Practicas de modelacion: Identificar, examinar, observar.
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Seccién 2
Indicaciones Intencion Argumentos esperados
Observa el video 2 y Identificara que las variables son la
responde las s P altura, la base y el volumen. y elegira
espe Tomar decision sobre qué variables se P asey . Y eles
siguientes . cuales convienen relacionar de manera
estudiaran. . o . )

preguntas. que permitan describir la situacién de la

a) ;/Qué variables se
pueden considerar
para obtener la
cantidad de litros de
agua que contienen
las cisternas?

construccion de cisternas.

Practicas de modelacién: Toma de decisiones, observar, interpretar.

b) ¢Cémo y cuanto
varian las variables
para conocer la
cantidad de litros de
agua que contienen
las cisternas?

Identifique que la variacién de la altura
es constante y que en cada cisterna varia
la cantidad de litros de agua.

Realizara una comparacion entre los
datos que tienen, e identificara que: entre
cada cisterna la altura varia 0.5 m. Esto
provoca que la cantidad de agua que
puede contener la cisterna varie

Preguntas guia: ;Cual es la diferencia entr
se relaciona la variacién de la altura con la

e la altura de cisterna en cisterna? ;Cémo
cantidad de litros de agua de las cisternas?

Practicas de modelacion: Calcular, comparar, interpretar, observar

c) ¢(De qué depende
la cantidad de litros
de agua en las
cisternas?

Identifique el elemento principal que
influye en la cantidad de litros de agua
en las cisternas, es decir la altura.

Reflexionara sobre cada uno de los
elementos que intervienen en la cantidad
de litros de agua en las cisternas y
determinen que la cantidad de litros de
agua depende del volumen que a su vez
depende de la altura.

Practicas de modelacion: Toma de decisiones, observar e interpretar

d) ;Qué cantidad de
litros de agua
tendran las cisternas
4,56y7?

Comparen mediante célculos de la
variacion de la altura, volu-men y
cantidad de agua en cada cisterna que
hay una relacién de variacion constante
entre la secuencia de la construccién de
las cisternas.

Realizara una tabla de datos donde
consideren los elementos, nimero de
cisterna, area de la base, volumen y
cantidad de litros de agua, mediante la
cual puedan comparar y postular una
relacion de variacion entre ellas.

Preguntas guia: ;Cuénto es, como es y cuanto varia la base de las cisternas 1, 2 y 3?
¢Cual es la altura de las cisternas 1, 2 y 3?; Cuanto estd variando la altura de las
cisternas?;Cual es el volumen de las cisternas 1,2 y 3?; Cuanto esta variando el
volumen de las cisternas?;Cuénto esta variando la cantidad de litros de agua de las

cisternas con respecto al volumen?

Practicas de modelacion: Calcular, observar, interpretar y comparar.

e) Formula una
expresion o método
que permita decir
qué cantidad de
agua tendra
cualquier cisterna.

Formulen expresiones a partir de
analizar la tabla de datos y de su
postulacion de variacion conjunta de las
variables.

Formulara la expresion V=4h donde V es
el volumen y h la altura.

La expresién L=1000V donde L son los
litros de agua y V es el volumen.

La expresion L=4000h donde h es la

altura y L son los litros de agua.

Preguntas guia: ;Qué expresion o método

te permite obtener el volumen de la

cisterna considerando la altura?;Qué expresién o método te permite obtener la

cantidad de litros de agua considerando el

volumen?; Qué expresién o método te

permite obtener la cantidad de litros de agua considerando la altura?

Practicas de modelacion: Calcular, postular, formular, comparar e interpretar

f) ;Cémo podrias
representar de otra
manera la relacion

de la cantidad de
litros de agua de la

cisterna con la
altura? Representa.

Representen por medio de una grafica la
relacién entre la canti-dad de litros de
agua y la altura.

Realizara una grafica en la cual el eje X
representa la altura de la cisterna y el eje
Y representa la cantidad de litros de
agua en ellas.

Practicas de modelacion: Graficar, calcular, comparar
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Seccién 3

Indicaciones

Intencion

Argumentos esperados

Usa los  datos
obtenidos anterior-
mente y contesta las
siguientes
preguntas.
a) Reconoce ;Qué
tipo de comporta-
miento esté repre-
sentando la situa-

Identificarad un comportamiento lineal y
que la cantidad de litros de agua es
proporcional a la altura de las cisternas.

Observen e identifiquen la forma en que
van variando las variables elegidas en la
situacion, e interpreten los datos ya
obtenidos. Por ejemplo, que los litros de
agua son 4000 veces mas que la altura.

Preguntas guia; Cémo comunicarias el comportamiento de la situacién al considerar

la cantidad de litros de agua y la altura?

Practicas de modelacion: Observar, especular e interpretar.

dependiente en la
relacion de la
cantidad de agua de
la cisterna con la
altura?

diente es la cantidad de litros de agua.

cion?
b) ¢(Cual es la Interpreten que, la cantidad de litros de
variable Identificara que la variable indepen- agua esta relacionada con la altura de la
independiente y diente es la altura y la variable depen- cisterna. Significa que la cantidad de

litros de agua esta en dependencia de la
altura.

Practicas de modelacion: Interpretar y comparar.

c) ;Cual es su
dominio y rango en
la relacion de la
cantidad de agua de
la cisterna con la
altura de las
cisternas?

Identifiquen qué valores toman las
variables L, V' y h en la situacién. Y en
qué casos son dependientes e indepen-
dientes.

Identificara que en la situacién tenemos
la funcion lineal L=4000 h, entonces el
dominio son todos los valores h mayores
o iguales a 0.5 m y el rango son los
valores L mayores o iguales que 2000 m.

Practicas de modelacion: Interpretar, calcular, observar y comparar.

d) ;Qué te permitio
conocer la actividad
planteada? ;La
puedes ocupar en
algun aspecto de tu
vida?

Reflexionen y reconozcan en que
podrian utilizar lo que se plantea en la
situacion.

Reconocera que la situacion le permite
saber la manera en que se puede obtener
la cantidad de litros de agua en una
cisterna usando el volumen, el cual
depende del érea de la base y la altura
de la cisterna. Podria comentar que esto
les puede servir para obtener cuantos
litros de agua tiene la cisterna de su casa,
estimar el promedio por dia que gasta
una familia y cuantos dias
aproximadamente alcanza el agua en su
hogar

Practicas de modelacion: Observar, examinar, reflexionar.

Las intenciones por cada seccion del disefio se sintetizan de la siguiente

manera:

1: Promueve el andlisis de la situacion de variacion, para identificar qué cambia
Y qué permanece constante. Surge un momento clave en la modelacién, la
elecciéon de elementos que se pueden relacionar de tal manera que permitan
describir e interpretar lo observado, que definira el tipo de herramientas
matemdticas producidas o empleadas por los estudiantes. La figura 2

muestra la THA global de la primera seccién.
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Figura 2.
Esquema de la THA para la seccién 1

Pregunta para el
estudiante en torno a la

Identificar

de variacién, |a
construccién de cisternas

Secci6n 1de la

Describir

Identificacion de la
Analizar relacién de los

elementos que influyen
en la cantidad de litros
de agua en las cisternas

Identificacién de Dy
elementos que influyen
enla cantidad de litros
de agua en las cisternas

Identificar

Describir

Postular

Nota: Fuente propia

2: Caracteriza la relacién entre las variables. Se promueve el estudio de
variables, cémo y cuédnto varfan. El estudio de las relaciones entre las
variables provoca el uso de conocimientos matematicos mediante tablas de
datos, graficas y expresiones algebraicas que comuniquen la variacion. Se
exhibiran por los estudiantes herramientas que permiten postular o ajustar
el comportamiento a un comportamiento conocido, con esto se predice el
comportamiento en un momento desconocido, a la par que sucede el
consenso de las ideas matematicas. En la figura 3 se muestran las THA global
correspondientes.

Figura 3.
Esquema de la THA para la seccion 2

( e

[:J Formas de representar la a considerar para obtener

| o ! doferosdo - (T
les altura 2gua que co las

| cantidad de litros de agua cisternas. —

Seccion 2 de la
Formular actividad

Postular

f_ Observar
Identificacion de esmoy
cudnto cambian los Comparar
elementos que influyen en
Ia cantidad do litros de |kl
Interpretar [, sterna: ‘agua en [as cisternas.

Calcular la cantidad de
litros de agua en las
PO cisteras siguientes

Interpretar

Interpretar

Nota: Fuente propia
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3: Se enfatiza por el estudiante arqumentos del comportamiento de la FL en la
situacion planteada. Se emplean ejemplos por parte de los estudiantes en
donde este tipo de razonamiento pudiera ser usado en su cotidianidad. Las
preguntas c) y d) de la seccién 3 (ver tabla 1) estds sustentadas por el
programa de la SEP (2018) ya que en este se plantean como temas anteriores
al de FL, la identificacién de la variable dependiente e independiente, y la
obtencion del dominio y rango, por eso es viable agregar estas interrogantes
en la situaciéon de modelacién. En la figura 4 se muestran las THA globales
para la seccién 3.

Figura 4.

Esquema de la THA para la seccion 3

Observar

Identificacion y andlisis del
tipo de comportamiento
presente en la situacién

Especular

Interpretar

Seccion 3 de la
actividad

dentificacon dela ~ (ATU—-
variable dependiente ¢

considerando altura y
cantidad de litros de agua

Dominio y rango en la
relacion altura y cantidad
de litros de agua

Comparar

Nota: Fuente propia

Recoleccion de datos y su analisis

Una vez llevada a cabo la experimentacion, se realizé la recoleccion y andlisis
de datos como se muestra en la figura 5. A la luz de los datos recabados se
muestran un par de ejemplos de usos del conocimiento matematico
identificados.
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Figura 5.
Recoleccion y andlisis de datos
Procesamiento de los datos
|
N Ana
4 Recoleccion » Analisis
Produccionesen el . , .
. Paso 1: Generar una simbologia para los participantes
espacio generado de o o g \
== |2 plataforma Google €2 experimentacion ‘ Resultados
Classroom \ )
Paso 2: Transcripcion, organizacion y familiarizacion
con los datos
Produccionesdel

grupo de Telegram
Paso 3:Identificacion de los usos del conocimiento

™™ matemtico que emergen con la situacion planteada

Videograbacionesde

Paso 4: |dentificacion de un par de trayectoriasde
Zoom

pr

prendizajesde la situacion

| q

Nota: Fuente propia

Andlisis de datos para identificar usos del conocimiento matemdtico

Con el andlisis de los datos recabados de las videograbaciones de las clases
sincrénicas, y los productos compartidos en telegram es posible distinguir

que en la situacién de modelaciéon emergen los siguientes usos:

Uso del modelo algebraico para el volumen de la cisterna

E13 BM afirma que para obtener el volumen se necesita hacer una operacion
entre el largo, ancho y altura de la cisterna. Con esto se inicia la postulacién
de los modelos que permitio a los estudiantes enunciar y defender sus ideas

(ver figura 6).
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Figura 6.
Uso del modelo algebraico para el volumen de una cisterna

-
1 E14 AN: Yo especifique nada mas que principalmente el
volumen que tiene cada cisterna. En este caso, porque es lo

que puede determinar la cantidad de agua que podemos
almacenar en cada una de las cisternas que estan dadas.

E12 KM: Yo le puse que, al ir aumentando su tamaiio, su

Serie de Cisternas = capacidad va siendo mayor por el volumen y por ende
puede almacenar mas agua cada vez que va aumentando.
isterna isterna i

E13 BM: Bueno pues yo le puse que, igual que algunos

compaiieros. Que es el largo, el ancho y la altura ya que esa

. . es la formula o la operacién para saber el volumen de las
cosas.

Nota: Fuente propia
Uso de las tablas de datos para predecir el cambio

E3 GB calcula el volumen de las primeras tres cisternas y postula que este
cambia 2 metros ctubicos. Para observar el cambio, E3 GB hace uso de una
tabla de datos, colocando el ntmero de cisterna y el volumen
correspondiente, estableciendo una relacién entre ellas. Calcula y compara

cémo y cuanto cambian los datos en las diferentes cisternas (ver figura 7).

Figura 7.

Uso de la tabla de datos para predecir el cambio

| Observar | | Formular |
1
o]
Predecir }

MM

—

—

Nota: Fuente propia
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Uso de las expresiones algebraicas para relacionar variables

Los estudiantes relacionan diferentes variables por medio de expresiones
algebraicas. E14 AN analiza los datos numéricos ya obtenidos y vincula el
volumen con la cantidad de litros de agua estableciendo una férmula. Se
provoca la reflexion e identifica que cada cisterna va aumentando su altura
0.5 metros. Realiza una tabla de datos donde la primera fila representa el
numero de cisterna y la segunda la altura de la cisterna. Menciona que hace
uso de la tabla de datos para percatarse del aumento en la altura, por lo que
interpreta los datos e identifica la variacién como se muestra en la figura 8.
La tabla le ayuda a realizar un registro y formular una manera de obtener la
altura.

Figura 8.

Uso de las expresiones algebraicas para relacionar variables

Observar

1

Cisterna 2 o Cisterna 2 4 Cisterna

-y "
s T I Organizar ] I Calcular “ Comparar |
| I ] | | ‘
Nimero de
h = O'Sx cisterna
Donde: - 1/2/3/4/5/6/7/8/9/10
h: altura 5/3/1.5/2/2.5/3/3.5/4/4

x: nimero de cisterna -‘

Nota: Fuente propia

En la figura 9, se muestra grosso modo las producciones de los

estudiantes junto con las practicas de modelacién que estdn inmersas.
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Figura 9.

Uso de las expresiones algebraicas para relacionar variables

PEESTTp—— n e i
| Situacion I [dentivicar | [ Predecir | -m
e | Organizar I I Calcular I I Comparar I

ol =

L = n(2)(1000)
Donde: |Afirma que (aX(8) se puede sustituir por 2° ya que e ancho y el largo som lo mismo,
n: nimero de cisterna

L: cantidad de litros de agua

L = 4000h .
Donde: Y=V (a)(b) = (2)(2) = 2*
h: altura de la cisterna ﬁ
L: cantidad de litros d — 0.5x
sl ke Ll donde k eslaalturay ¥ esel volumen h=05x
L = 4(0.5)(n)(1000) Donde

Donde: h: altura de la cisterna
n: ndmero de cisterna X: numero de cisterna
L: cantidad de litros de agua

Nota: Fuente propia

Uso de las grificas para representar el cambio de las variables

E3 GB gréfica en el plano cartesiano la relacion entre las variables cantidad
de litros de agua y altura. E3 GB describe que colocé los litros de agua, sin
considerar los 0's que tienen los ntimeros, por ejemplo, la primera cisterna
que tiene 2000 litros de agua, lo escribe como 2. Postula que la cantidad de
litros de agua depende de la altura, por lo que los valores de la altura deben
deirenelejeY y los valores de la cantidad de litros de agua en el eje X. Logra
percatarse de quien es la variable dependiente e independiente, mas sin
embargo al graficarlas, relaciona los valores con los ejes de manera

incorrecta.

E14 AN realiza una gréfica de barras donde representa el aumento de
la altura de las cisternas y los litros de agua. Considera que la altura aumenta

0.5 metros entre cada cisterna y predice que la cantidad de litros de agua
aumenta de 2000 en 2000.

Aun cuando se percata de quién es la variable dependiente e
independiente, el estudiante coloca los valores de altura horizontalmente, y
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la cantidad de litros de agua verticalmente. En la figura 10 se muestra grosso
modo las producciones de los estudiantes junto con las practicas de
modelacién que estan inmersas.

Figura 10.

Uso de las grificas para representar el cambio de las variables
i
Situacién Vincular

Cisterna 1 o Cisterna 2

Josm s
L Cisterna 3

EHE

zm

Nota: Fuente propia

Conclusiones

El disefio de la situacién de aprendizaje y su implementaciéon provocé el
empleo derecursos tecnoldgicos que permitieran lograr generar un ambiente
de aprendizaje en el &mbito virtual. En esta exploracion fue fundamental la
preparacion de clase y repensar la funcion de los recursos tecnolégicos ante
la situacién de modelacién, de manera que se logrard una interaccion
continua entre el profesor y estudiante, un escenario en donde el estudiante
exhibiera sus usos del conocimiento matematico. En este sentido el empleo
del grupo en telegram fue un factor clave para el intercambio inmediato de
las producciones de los estudiantes, que teéricamente dejé conocer los usos

del conocimiento matematico.
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La propuesta de la actividad es pertinente de acuerdo con los planes de
estudio SEP (2017) y SEP (2018). Tal como la literatura reporta el trabajo con
el disefio de actividades para la intervencion, su gestion y analisis permite al
docente reflexionar con mayor profundidad su papel de profesor de
matematicas, en tanto el saber matematico y la forma de provocar su

desarrollo con los estudiantes para lograr resignificar a la funcién lineal.

La experiencia de realizar una preparaciéon de experimento de
ensefianza, y generar THA permite hacer un anélisis posterior de lo que
sucedi6 al implementar la actividad matematica, esto desde mi punto de

vista como docente permitira la mejora en la practica docente.

Finalmente, con respecto a la situacién de aprendizaje considerando la
categoria de modelacién escolar (Méndez, 2013), ésta provoc6 en primera
instancia al docente reflexionar sobre los saberes matematicos, y la
funcionalidad de esta categoria en el aula mediante el disefio de las
actividades concretas. Los productos permiten afirmar que la categoria de
modelacién escolar permite resignificar la FL, ya que la estructura de la
misma actividad hace que emerjan los usos del conocimiento matematico

que es como los estudiantes resignifican la FL.
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Reflexiones sobre el lenguaje algebraico y la modelacion escolar

Razonamiento covariacional en estudiantes
universitarios con la funcion logaritmica?®

Martha Yadhira Roldan Lopez - Marcela Ferrari Escold

En este articulo presentamos un disefio de actividades matematicas
enfocadas a identificar los niveles de razonamiento covariacional que logran
alcanzar estudiantes universitarios con la funcién logaritmica a través de la
co-construcciéon de dos progresiones, una geométrica y otra aritmética. El
disefio de las actividades se realiz6 con base en los niveles de razonamiento
covariacional y, para analizar los niveles que podrian alcanzar los
estudiantes en un ambiente digital, se implementé un experimento de
ensefianza. Los estudiantes que participaron en la experimentacioén fueron
cuatro alumnos de tercer semestre de la Licenciatura en Matematicas en la
UAGro. De acuerdo con los resultados obtenidos, encontramos que logran
reconocer ambas progresiones, una geométrica en las abscisas y una
aritmética en las ordenadas, asi como trabajar con los aspectos aritméticos
de los logaritmos, lo cual da evidencia del nivel de razonamiento

covariacional que alcanzan en cada uno de los momentos.

Palabras clave: Covariacion, Razonamiento Covariacional, Funcion

logaritmica, Progresion Aritmética, Progresién Geométrica.

Introducciéon

Para presentar este trabajo, partiremos del analisis de investigaciones
realizadas por autores como Siebert (2017), quien reporta que incluso
después de completar una unidad sobre logaritmos, muchos estudiantes
contindan esforzandose para razonar sobre ellos, lo que sugiere que no han

desarrollado un significado 1til para los logaritmos. En este articulo,

9 Roldan Lopez, M. Y. & Ferrari Escola, M. (2021). Razonamiento covariacional en estudiantes
universitarios con la funcién logaritmica. En N. Marquina, M. Ferrari & M. Méndez, (Eds.). Reflexiones
sobre la prictica docente de matemidticas Vol 2 (pp. 101-116). Facultad de Matematicas, UAGro. Acapulco,
Gro., México.
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comparten que el significado que normalmente los estudiantes logran
desarrollar para los logaritmos limita tanto el conocimiento de los docentes,
asi como la capacidad de los estudiantes para comprender y razonar con
logaritmos, al trabajar con la tipica yuxtaposiciéon de ecuaciones logaritmicas
con ecuaciones exponenciales que comtunmente lleva a los estudiantes a un
significado de conversién para logaritmos. A los estudiantes se les dice que
logya = c es equivalente a a = b, y luego practican repetidamente la
reescritura de ecuaciones logaritmicas como ecuaciones exponenciales.
Probablemente, a nosotros mismos nos ensefiaron a pensar sobre logaritmos
en términos de ecuaciones exponenciales. Siebert, caracteriza a los
logaritmos no simplemente como la operacién inversa a la exponenciacién,
sino que pretende darle significado a los logaritmos como el proceso de
deshacer la exponenciacién en lugar de hacer desaparecer a los logaritmos

utilizando procedimientos aritméticos.

Por su parte, Weber (2019) analizé la historia de los logaritmos para
mostrar por qué pueden entenderse como una divisién repetida, asi como la
divisién puede entenderse como una resta repetida. Sefiala que los maestros
pueden hacer que los logaritmos sean significativos para los estudiantes
comenzando con esta conceptualizacion, ya que no se refiere a exponentes,
sino al mas accesible concepto de divisién. Para entender la idea de Weber,

en la figura 1 observamos un ejemplo.

Figura 1.
Las divisiones pueden verse como restas repetidas y los logaritmos pueden verse como divisiones repetidas.
0424 2=8 82 -2=0
8+2=7 o St PR )
% 3
1e2e.::02=8 82+ +2=1
og,8="7? “— T - ’

Donde para obtener el logaritmo base 2 de 8 = 3, es posible entenderlo
de una forma mas sencilla al llevarlos al concepto de division, ya que el 8
debe dividirse entre 2 tres veces hasta llegar al 1, dado que el logaritmo base
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2 de 8 pide el ntmero de factores o divisiones para llegar a 1. Es de esta
manera que Weber caracteriza a los logaritmos por medio de la resolucién
de ellos a través de operaciones aritméticas que les son mas accesibles como
lo es la division.

En una investigacién anterior, Kaput (1994) (citado en Thompson y
Carlson, 2017) argument6 que las concepciones emergentes de valores de
cantidades que varian continuamente eran centrales para la aparicién del
calculo. El argumento de Kaput también respalda la afirmaciéon de que las
concepciones emergentes de covariacion fueron fundamentales para el
desarrollo de la idea matematica de la funcién. En Thompson y Carlson
(2017), van un paso maés adelante, ya que enfatizan que el razonamiento
covariacional continuo, o el razonamiento sobre valores de dos o mas
cantidades que varian simultdneamente, desempefié un papel crucial en la
invencién de los conceptos matematicos que condujeron a la definicion
moderna de funcién. Ademads, argumentan que las ideas de variacion
continua y covariacién continua son epistemolégicamente necesarias para
que los estudiantes y maestros desarrollen concepciones de funciones ttiles
y solidas, es decir, que el razonamiento variacional y covariacional es

fundamental para el desarrollo matematico de los estudiantes.

De acuerdo con lo reportado en Ferrari y Farfan (2010), lo logaritmico
emerge al percibir la covariacién entre dos patrones de crecimiento
diferentes, uno regido por la multiplicacién y otro por la adicién; mismas
que incentivan a analizar a la covariacién. Ademas, sefialan que, a partir de
grupos de discusién con profesores, se observa que coinciden con su poco
acercamiento a los logaritmos; aprecidndose la frecuente ausencia de
espacios para discutirlos con los estudiantes, debido a la densidad de

conceptos que deben impartir en cursos de algebra.

En Kuper y Carlson (2020), sehalan que es ttil para los estudiantes
reconocer primero que la funcion logaritmica relaciona los valores de dos

cantidades ya que sus valores varfan juntos. Y que a medida que los
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estudiantes contindan considerando cémo los valores de las dos cantidades
estan cambiando juntos para transmitir mds un comportamiento de funcién
global de una funcién logaritmica, se dice que estan participando en el
razonamiento covariacional. Puesto que sefialan que, si una meta educativa
es que los estudiantes puedan acceder y usar la idea de logaritmo para
modelar relaciones cuantitativas, seria de gran beneficio para los estudiantes
si se les apoya en la conceptualizacién de cantidades, sus relaciones y como

varian juntas.

Para nuestro trabajo, consideramos la propuesta de Ferrari y Farfan
(2010), en la cual trabajan en dos mundos distintos, el de multiplicar y el de
sumar interrelacionados, y segtin sus resultados, esto permiti6 que los
alumnos establecieran el argumento de que “si reconocen una progresion
geométrica y una aritmética entonces estan hablando de una curva
logaritmica”; que es esencia de lo logaritmico; el isomorfismo de mundos
donde ambas operaciones funcionan, pero que al reconocerlas
covariacionalmente lleva a definir a los logaritmos. Asi como la postura de
Kuper y Carlson (2020), la cual se enfoca en la importancia de la funcién
logaritmica a partir del razonamiento covariacional, dada la importancia de

dos cantidades de valores que varian juntos.

Objetivo de la investigacién

El objetivo de nuestra investigacion es identificar los niveles de
razonamiento covariacional alcanzados por estudiantes universitarios al
trabajar con la funcién logaritmica a través de la covariaciéon de dos

progresiones, una geométrica y la otra aritmética.

Por tal motivo, nos hemos planteado la siguiente pregunta de
investigacion: ;Cudl es el nivel del razonamiento covariacional logaritmico-
exponencial que logran alcanzar estudiantes universitarios al participar en

un experimento de ensefianza?
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Razonamiento Covariacional

El razonamiento covariacional como construccién tedrica aparecioé a
finales de los afios 80 y principios de los 90 en las obras de Jere Confrey y Pat
Thompson. Confrey caracterizé la covariacion en términos de coordinar los
valores de dos variables a medida que cambian; en tanto que, Thompson
caracteriz6 la covariacién en términos de conceptualizar los valores de las
cantidades individuales como variables y luego conceptualizar dos o mas
cantidades como variables simultaneas (Thompson y Carlson, 2017). En el
trabajo reportado por Confrey y Smith (1995), enfatizan la centralidad de las
secuencias en su significado de covariacién: "En un enfoque de covariacioén,
una funcién se entiende como la yuxtaposicion de dos secuencias, cada una
de las cuales se genera independientemente a través de un patrén de valores
de datos" (Confrey y Smith, 1995, p. 67).

Segtin la teorfa del razonamiento cuantitativo de Thompson, una
persona razona covariablemente cuando visualiza dos valores de cantidades
variables y los ve simultaneamente. El marco de Carlson et al., (2002) retoma
la conjetura de Saldanha y Thompson (1998) de que el razonamiento
covariacional es evolutivo. Especifica niveles de acciones mentales y niveles
de competencia que se vuelven mas sofisticados con respecto a la naturaleza
de la coordinacién de los valores de las cantidades de un estudiante, por
ejemplo, atendiendo a las cantidades o la direccién de los cambios en los
valores de las cantidades. Su marco extendi6 el significado de covariacion de
Saldanha y Thompson para incluir la coordinacién de los estudiantes de las
tasas promedio e instantdneas de cambio de una cantidad con respecto a otra

cantidad, ya que los valores de las dos cantidades varian.

De acuerdo con Thompson y Carlson (2017), un investigador puede
utilizar los datos de la tabla 1, para describir una clase de comportamientos,

o podria usarlo como una caracteristica de la capacidad de una persona para
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razonar de forma variada o covariacional. Ademas, consideran esencial
prestar atencién a cémo los alumnos piensan que los valores de las

cantidades varian y cémo estan uniendo los valores de las cantidades al

considerar sus significados para la covariacion.

Tabla 1.
Niveles de Razonamiento Covariacional
Nivel Descripcion
La persona visualiza aumentos o disminuciones (en adelante, cambios) en el valor de
5. Covariacion | una cantidad o variable (en adelante, variable) como si ocurrieran simultédneamente

continua suave

con cambios en el valor de otra variable, y visualiza ambas variables variando suave y
continuamente.

4. Covariacion
contintia
fragmentada

La persona visualiza cambios en el valor de una variable como si ocurrieran
simultdneamente con cambios en el valor de otra variable, y visualiza ambas variables
variando con variacion continua fragmentada.

3. Coordinaciéon de
valores

La persona coordina los valores de una variable (x) con los valores de otra variable (y)
con la anticipacion de crear una coleccién discreta de pares (x, y).

La persona forma una imagen fragmentada/bruta de los valores de las cantidades que

2. Coordinacién | varian juntas, como "esta cantidad aumenta mientras que la cantidad disminuye". La
gruesa/bruta de | persona noimagina que los valores individuales de las cantidades vayan juntos. En
valores cambio, la persona visualiza un vinculo flexible y no multiplicativo entre los cambios

generales/globales en los valores de dos cantidades.

La persona visualiza los valores de dos variables variando, pero asincréonicamente: una
variable cambia, luego la segunda variable cambia, luego la primera, etc. La persona
no anticipa la creacién de pares de valores como objetos multiplicativos.

1. Pre-coordinacion
de valores

La persona no tiene una imagen de las variables que varian juntas. La persona se

0. Sin coordinacién L . . s
enfoca en la variacion de una u otra variable sin coordinacion de valores.

Experimentos de Ensefianza

De forma general, un experimento de ensefianza consiste en una secuencia
de episodios de ensefianza en los que los participantes son normalmente un
investigador-docente, uno o més alumnos y uno o mas investigadores-
observadores (Steffe y Thompson, 2000). Ocurren en contextos de la vida real
donde habitualmente se produce algun tipo de aprendizaje (Molina et al.,
2011). Exige la participacién de diferentes tipos de agentes que aportan

variados grados y tipos de experiencia; entre ellos la persona que acttia como
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docente, la cual ha de estar completamente implicada en el estudio (Barab y
Squire, 2004). Consta de tres fases, las cuales son: preparaciéon del
experimento, experimentacién y andlisis retrospectivo de los datos; en cada

una de ellas se desarrollan distintas acciones, por parte de los investigadores.

Consideramos que los experimentos de ensefianza crean el ambiente
adecuado para el objetivo planteado, en donde se pretende identificar el
nivel de razonamiento covariacional que logran alcanzar estudiantes de la
licenciatura en matematicas, al observar si lograron realizar una conexion
entre ambas progresiones; una geométrica y la otra aritmética. Ademas de
que podremos analizar la efectividad del disefio de las actividades
propuestas y de acuerdo con ello, para futuras investigaciones realizar un
posible redisefio con base en los datos obtenidos a través de la recoleccion y
analisis de los datos mediante la videograbacién de las sesiones, asi como de

la transcripcién del audio durante la puesta en escena.

Diversos autores sefialan que la instruccién enfocada en ensefar la idea
de logaritmo no ha sido ampliamente efectiva para ayudar a los estudiantes
a comprenderlos. Ademas, sugieren que los esfuerzos para apoyar a los
estudiantes en el aprendizaje de los logaritmos incluyen coordinar
secuencias aritméticas y geométricas. Por tal motivo nuestra pregunta de
investigacion esta enfocada en identificar el desarrollo del razonamiento
covariacional  logaritmico-exponencial que muestran estudiantes
universitarios al participar en un taller, donde nos enfocamos en analizar la
interaccién de los estudiantes con los logaritmos en su papel de estudiantes

universitarios.

Para llevar a cabo la experimentacion, se realiz6 la gestién del taller de
manera virtual en dos momentos; en un primer momento se trabajé con los
aspectos aritméticos de los logaritmos, y en un segundo momento se trabajé
en especifico con la funcién logaritmica. En la siguiente tabla (tabla 2) se

muestra con mas detalle las caracteristicas de la gestion.
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Tabla 2.
Gestion de Clase (Taller)
Actividad Covariacion Logaritmica
Tiempo 200 minutos Momento I 100 minutos
Momento II 100 minutos
Participantes Estudiantes de la Licenciatura en Numero de alumnos 4 alumnos
Matemiticas Grado- Grupo [T semestre
Turno Matutino
Forma de Momento I La actividad se envia via Classroom y a partir de ella, se trabaja
trabajar Uso aritmético de los = mediante una sesién sincrona. Se hace uso de Geogebra, asi como
logaritmos una pizarra de Jamboard. Se trabaja por equipos de 2 estudiantes por
sala de Zoom, para luego compartir en la sala principal sus
argumentos provenientes de los consensos previamente establecidos
(grupal y por equipos).
Momento II Se generalizan los argumentos obtenidos por los participantes a
Funcion logaritmo partir de la construccién de puntos realizada en Geogebra, asi como

cuestiones aritméticas propias de los logaritmos, hasta lograr
obtener la continuidad de esta.

Participantes y contexto

La experimentaciéon se realiz6 por medio de un taller de covariacién
logaritmica-exponencial el cual se imparti6 frente a cuatro alumnos de tercer
semestre pertenecientes a la Licenciatura en Matematicas de la Facultad de
Matematicas, nodo Acapulco de la UAGro. Dicho taller se realizé en
colaboracién con la profesora a cargo de la asignatura de Didactica de las
Matematicas, en modalidad virtual debido a las condiciones por la
pandemia. Las sesiones se llevaron a cabo de manera sincrona mediante el
uso de distintas plataformas para lograr el trabajo por equipo, asi como con

algunas tareas asincronas.

El taller se llevé a cabo en dos fases con la implementacién de diversas
actividades matematicas con alumnos universitarios, los cuales desempefian
el rol de estudiantes. En la primera, participaron en un taller de la funcién
exponencial; en el cual los estudiantes realizaron la construccién geométrica
de la funcién exponencial con el uso del software de Geogebra como un
disparador de la actividad matematica, disefio que recupera argumentos de
la matemaética del siglo XVIII, en particular del libro de Calculo de Agnesi
(Ferrari, et al. 2017), donde la semejanza de triangulos es la herramienta
principal del contenido a abordar. La segunda fase estuvo a cargo del primer
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autor de este reporte en donde estos mismos estudiantes trabajaron con la
funcién logaritmica con el uso del software de Geogebra como disparador
de la actividad, pero ahora rescatando ideas de Descartes (Confrey & Smith,
1997) donde la construcciéon geométrica de puntos inicia el estudio de
variaciones, una aritmética y otra geométrica.

Esquema;
Construccion de Descartes

Construccién
en Geogebra

En el plan de estudios vigente de la Licenciatura en Matematicas de la
UAGro (2019), se llevan varios cursos que atienden el estudio de la variacion
y el cambio, principalmente Precélculo, Calculo I, Calculo II, Calculo III y
Calculo 1V, siendo estas materias en donde se enmarca el contenido
matematico que se pone en juego en el disefio de esta investigaciéon. Los
logaritmos también estan presentes en el programa de Algebra Basica,
priorizandose en ellos su papel de facilitador de calculos, es decir, como

herramienta para resolver ecuaciones exponenciales.

La introduccién de los logaritmos en el discurso matematico escolar se
produce en cursos de Calculo del nivel medio superior. En los programas
educativos de bachillerato (SEP 2017) encontramos a la funcién logaritmica
dentro del temario, ya que pertenece a las funciones trascendentes; pero
comunmente es tratada de manera algoritmica, partiendo de la funcién
exponencial y relaciondndola como su inversa (Ferrari y Farfan, 2010). El
suponer que los participantes del experimento de ensefianza obtuvieron
estos conocimientos durante su estancia por el bachillerato, y que se

complementan con el curriculo del plan de estudio de la Licenciatura en
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Matemadticas, nos motiva a realizar dicha exploracién acerca del

razonamiento covariacional mostrado al trabajar en un taller logaritmico-

exponencial.

Tareas

Posterior a la construccién de Geogebra, se trabaja con las actividades
propuestas, las cuales se especifican en las tablas que aparecen a
continuacion. En la tabla 3, se establecen los niveles de razonamiento
covariacional que se espera lograr durante cada una de las tareas a

desarrollar en el momento I (uso aritmético de los logaritmos), detallando

cudl es la actividad matematica en especifico que el alumno debe realizar.

Tabla 3
Momento I (Niveles de Razonamiento Covariacional)
Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
Sin coordinacion. Pre -coordinacion
La persona no tiene una de valores.
Actividad. imagen de las cantidades
Construye los que varian juntas. La persona se
puntos Construye puntos con enfoca en que la Coordinacién
abstrayendo dos estrategias distintas, variacion de las gruesa de valores.
las donde las “y” implica abscisas
coordenadas. trazar una horizontal a corresponde a La persona se

distancia 1 y las abscisas
las construye
geométricamente.

Tarea:

1.1 Rellena la tabla a partir de las coordenadas
de los puntos obtenidos (P1, P2, P3) en la
construccion de Geogebra.

Actividad.

Predecir el siguiente punto.

multiplicar por
una constante y
que la variacién en
las ordenadas
corresponde a la
adicién de un
valor constante,
pero sin
coordinacién de
valores.

Tarea:

1.2 ; Cudl es la estrategia aritmética que utilizaron para predecir los
siguientes puntos de la construccion?

Actividad.

Encontrar la estrategia aritmética y geométrica que permita
hallar los puntos anteriores a los ya construidos.

enfoca en la
variacion de las
abscisas y
ordenadas de
manera separada
para determinar los
puntos anteriores
mediante el uso de
las operaciones
inversas a las
utilizadas en el
nivel anterior.

Tarea:
1.3 ; Serd posible construir mds puntos hacia la izquierda del P_1? ;como? (utilicen al menos dos
estrategias distintas: con tablas de datos y haciendo uso del software de Geogebra).

Actividad.
Hallar las reglas aritméticas que permiten construir un nuevo punto a partir de dos ya
conocidos, los cuales estin determinados por las leyes de los logaritmos.

Coordinacién de
valores.

La persona
coordina los
valores de la

variable (x) que
corresponden a
una progresion
geomeétrica, con
los valores de la
variable (y) que
corresponden a
una progresiéon
aritmética.

Tarea:

1.4 Tomando un par de los puntos construidos geométricamente, determinar otro punto de la curva.

¢ Qué estrategia utilizarias?

Colocar ejemplos de cémo funciona tu estrategia.
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En la tabla 4 podemos observar la descripcion de los niveles de
razonamiento covariacional que se desprende de cada una de las preguntas
de la actividad presentada en el momento IL

Tabla 4
Formato de andlisis (Momento II: Funcion Logaritmica)
Nivel 1 Nivel 3 Nivel 4
Pre -coordinacion de valores.
Actividad. La persona se enfoca en que la
Construye variacion de las abscisas

Coordinacién de

puntos a través  corresponde a multiplicar por | P~

de la estrategia una constante y que la

aritmética variacion en las ordenadas L di
hallada en el corresponde a la adicién de o PRI R
Momento 1. f " los valores de la
b un va' or F}onstante, pero sin vEEllE (x) que L .
coordinacién de valores. Covariacién continua
corresponden a una
Tarea: fragmentada.

Togresion
2.1 Deslicen el punto C sobre la circunferencia, hasta peorgnétrica —
colocar el P_2 en (2.25, 2). Y de acuerdo con los datos & / X La persona visualiza cambios en
valores de la variable

obtenidos, completen la siguiente tabla. el valor de una variable como si
(y) que corresponden

Actividad. . ocurrieran simultdneamente con
a una progresion .

Reconoce aquellos puntos que pertenecen a la aritmética cambios en el valor de otra

construccion, y ademas descarta los valores : variable, y visualiza ambas

negativos y el cero en la progresion geométrica variables variando con variacién

(abscisas). continua fragmentada.

Tarea:

2.2 Observen el comportamiento de los datos registrados. ;Serd posible
obtener los siguientes puntos?

(-2, ), (L 4), (L15), (414, _), (0, )

Actividad.

Reconoce la funcion, asi como la base de esta.

Identifica la variacion de la base de la funcion logaritmica a partir de la
construcciéon de geometria dindmica en Geogebra.

Tarea:

2.3 ;Reconocen a qué curva corresponden los puntos de la tabla anterior? Si es asi, prueben con Geogebra para corroborar.
2.4 ;Qué ocurre con los puntos P1, P2, P3, etc., al deslizar el punto C sobre la circunferencia?

¢ Siguen perteneciendo a la misma curva?

¢ Qué tipo de funcion es? y ;como determinar con exactitud la funcion que corresponden los datos de la tabla?

Recoleccion de datos y su andlisis

Para realizar la recoleccién de los datos se hizo uso de diversas plataformas
que permiten la recopilaciéon de la informacién en la nube. Partimos del uso
de Screencast o matic, cuya herramienta nos sirvié6 como apoyo con la
videograbacién por parte de la investigadora-docente de un video tutorial
para los estudiantes acerca de coémo construir los puntos de Geogebra con
los cuales estarian trabajando en las sesiones sincronas. El uso del software

de Geogebra por parte de los estudiantes es fundamental para la
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construccién de los puntos (geometria dindmica) con que trabajaron las
actividades. La herramienta de Classroom permiti6é cargar las actividades
para que los estudiantes trabajardn de forma asincrona, tales como la
construcciéon en Geogebra, asi como los informes previos o posteriores a lo

realizado en las sesiones sincronas.

Por dltimo, para las sesiones sincronas se trabajé con la pizarra digital
de Jamboard para que los estudiantes tuvieran la oportunidad de trabajar en
conjunto con las tareas a realizar. Asi como el uso de la plataforma Zoom
para realizar la videograbacién de las sesiones sincronas, ya que cuenta con

la opcién de trabajar por medio de salas (en equipos o de forma grupal).

Se utilizara la siguiente nomenclatura para identificar a cada uno de los

participantes:
Tabla 5.
Nomenclatura de los participantes
Participante Nomenclatura
Profesor investigador P1
Profesor observador (1) P2
Profesor observador (2) P3
Estudiante 1 El
Estudiante 2 E2
Estudiante 3 E3
Estudiante 4 E4
Resultados

En la primera sesion del experimento de ensefianza se trabajé con cuatro
estudiantes universitarios de manera sincrona en un ambiente virtual. Con
antelacion se les compartid, por medio de Classroom, el recetario para la
construccién de los puntos de la curva a estudiar en Geogebra, elemento que
se utilizaria en el desarrollo de las actividades en la sesién sincrona. El
primer informe para realizar previo a la sesién consistié en el llenando de
una tabla de datos a partir de los puntos generados en Geogebra y
posteriormente predecir, de manera algebraica, los siguientes puntos de la

curva.
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Tarea: 1.1 Rellena la tabla a partir de las coordenadas de los puntos obtenidos
(P1, P2, P3) en la construccion de Geogebra.

Dado que no hubo restricciones en cuanto a la forma de trabajar la tarea
asincrona, tres de los estudiantes (E1, E2 y E3) se reunieron y trabajaron en
equipo una misma tabla de datos (Figura 2a), en tanto que la tdltima
estudiante (E4) trabajé de manera individual (Figura 2b).

Figura 2.
a)Tabla de datos E1, E2 y E3 b) Tabla de datos E4
B e
Pl 16 1 Pl-| 148 1
P2 | 256 2 P2 | 219
P3 41 3 P3| 3 3
P4 | 657 4 P4 48 4
P5 | 1051 5 Ps 71 5
P6 | 1683 6 P6 | 105 6
P7 | 258 7 P1 | 1555 7
(a) (b)

Durante la sesién sincrona ambas ideas se colocaron en la plataforma
de Jamboard para identificar los datos que trabajé cada uno. Como no se
indicé en la tarea la posicion del punto “C”, intersecciéon de la recta guia y la
circunferencia, los equipos obtuvieron distintas tablas de datos, propiciando
una discusion sobre como extender las tablas con el fin de que percibieran

que, si bien los datos difieren, el mecanismo de construccién es el mismo.

Obtenidas las coordenadas de los puntos de la curva a estudiar,
construyendo geométricamente los primeros tres puntos y prediciendo los
siguientes tres, se les demanda que expliquen cémo lograron rellenar la tabla
que presentaban mediante la:

Tarea: 1.2 ;Cudl es la estrategia aritmética que utilizaron para predecir los
siguientes puntos de la construccién?

Uno de los participantes mencioné lo siguiente: “E2: Por como

construimos las ordenadas, siempre iban a ir suméndose de uno en uno ;no?,
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por ejemplo, el punto P_8 seria 7+1, iban a ir de uno en uno las ordenadas;
y, las abscisas nos dimos cuenta de que era la abscisa anterior multiplicada
por 1.6, y asi obtendremos los demés puntos que quisiéramos”. De acuerdo
con la respuesta de E2, observamos que se enfoca primero en descubrir, en
la construccién la variacién de las ordenadas y posteriormente en describir
la variacién de las abscisas. Los participantes E1, E2 y E3 trabajaron en una
misma idea, lo cual da evidencia de que alcanzan el nivel 1 (pre-coordinacién
de valores), ya que se enfocaron en que la variaciéon de las abscisas
corresponde a una progresion geométrica (aunque por el momento solo se
enfocan tnicamente en la operacién) y que la variacién en las ordenadas

corresponde a una progresion aritmética (enfocandose en la adicién).

En un proceso de estabilizar los argumentos que los participantes
expresan sobre como extender los patrones de crecimiento de los valores de

las abscisas y ordenadas de los puntos determinados, se les cuestiona:

Tarea: 1.3 ;Serd posible construir mds puntos hacia la izquierda del P_1?
¢como? (utilicen al menos dos estrategias distintas: con tablas de datos y haciendo
uso del software de Geogebra).

Al solicitarles trabajar con la construcciéon de puntos hacia la izquierda
(puntos anteriores a los ya construidos), surgié la duda acerca del punto del
origen, donde E3 se cuestiona si el punto anterior, es decir, P_0 es el origen
o no. Posteriormente, el participante E1 menciona lo siguiente: “E1: Pues,
segun eso, para ir hacia atrds, de P_2 a P_1, a la ordenada de P_2, se le resta
1y se obtiene la ordenada de P_1. Y a la abscisa de P_2, se divide entre 1.48
y se llega a la abscisa de P_1. Si seguimos esas mismas... de P_1 a P_0, seria
0 enla ordenada, y 1 en la abscisa, o sea, (1,0)”. En este extracto, la estrategia
aritmética que propone E1 acerca de como obtener cada uno de los puntos
anteriores de acuerdo con los datos que tienen, donde el razonamiento
covariacional que muestra prevalece en el nivel 1 (pre- coordinacién de
valores), ya que describe su estrategia para cada una de las variables por
separado.
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Una vez que ambos equipos construyen mas puntos (tanto a la derecha
como a la izquierda), E3 menciona: “segin yo, ya parti de... como son
nimeros muy pequefios, la curva ya no es como yo pensaba”, a lo que P1 le
pregunta que cémo creia que seria la curva y él responde “pensé que era algo
mas simétrico”, lo cual muestra indicios de estar conectando los valores de
sus tablas de datos con una imagen grafica de la construccién de puntos en
Geogebra. Ya que, de manera previa, E3 habia comentado lo siguiente: “Las
abscisas, a partir del P_-1, podrian ser los mismos valores que los

”

negativos...”, aunque la profesora P1 fue insistente respecto a continuar

trabajando con la estrategia aritmética que habian encontrado.

De este modo se realizé el andlisis de los datos. Los resultados aqui
mostrados son la muestra del andlisis de la informacién recabada acerca de
las producciones llevado a cabo por cada uno de los participantes en la

primera sesion sincrona.

Conclusiones

Segtin distintos investigadores, sefialan que muchos estudiantes luchan
por desarrollar una comprensiéon coherente de la notacién, de las
propiedades y la funcién logaritmica; es por ello por lo que parte del trabajo
realizado mediante este taller involucra el uso de algunas de las propiedades
de los logaritmos. Los estudiantes que participaron en el taller logran
reconocer ambas progresiones, una geométrica en las abscisas y una
aritmética en las ordenadas e identifican las reglas que funcionan para
operar entre cada par de puntos, tanto para la multiplicacién, como para la
divisién. Logran trabajar de acuerdo con los aspectos aritméticos que se les
solicitan, los cuales van desde localizar puntos medios entre un par de
puntos conocidos, asi como descartar aquellos puntos que no pertenecen a

la construccién.
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Reflexiones sobre fundamentos estocdsticos

Identificar ideas fundamentales de
estocasticos y enfoques de probabilidad
en docentes de matematicas en formacidn

iniciall®
Javier Garcia Pineda - Maria Esther Magali Méndez Guevara

La formacién del Docente en los diferentes niveles educativos, ha tomado
importancia en las ultimas décadas, ademas se ha reflexionado en
conocimientos matematicos mas especificos. Este proyecto se interesé por
investigar la formacién del docente de matematicas del nivel medio
superior, en particular sobre los estocasticos. En un analisis de mallas
curriculares de las universidades que ofrecen formacién docente de futuros
profesores de matemdticas y los estdndares que establecen los planes y
programas del nivel medio superior y nivel secundaria, se identificé una
distancia entre lo que aprende el profesor y lo que debe ensefiar.
Particularmente interesé identificar jcuales son los argumentos de los
profesores, sobre ideas fundamentales y enfoques de probabilidad?, para
esto se elaboré una actividad basada en las ideas fundamentales y los
enfoques de probabilidad, y mediante un experimento de ensefianza,
desarrollado con profesores en formacion inicial, se confirma que hace falta
espacios académicos para fomentar el pensamiento estocdstico en la

formacion inicial del docente.

Palabras Clave: Formacion Inicial Docente, Pensamiento Estocastico.

10 Garcia Pineda, J. & Méndez Guevara, MEM (2022). Identificar ideas fundamentales de estocasticos
y enfoques de probabilidad en docentes de matematicas en formacién inicial. En N. Marquina, M.
Ferrari & M. Méndez, (Eds.) Reflexiones sobre la prictica docente de matemidticas Vol 3 (pp. 119-134).
Facultad de Matematicas, UAGro. Acapulco, Gro., México

121

Reflexiones sobre la priactica docente de matemdticas Vol 3




Identificar ideas fundamentales de estocdsticos y enfoques de probabilidad en docentes ...

ol &

Introduccion

La formacién inicial del docente va mas alld de proveer de teorias,
metodologias y saberes disciplinares o tecnolégicos, ya que se requiere hacer
vivir momentos de vinculacién con el &mbito en donde desarrollaran su
profesion, y establecer lineamientos que les permitan reflexionar sobre su
préctica docente (Sdez, Campos, Suckel & Rodriguez, 2019; Vaillant y Manso,
2012; Versub, 2007).

Como es de conocimiento general los docentes de los tres primeros
niveles de la educacién basica (preescolar, Primaria y Secundaria) tienen
oportunidad de formarse en escuelas especializadas, las normales, escuelas
que en su estructura curricular plantean estrategias para preparar a los
estudiantes proximos a ser docentes de algtin nivel en especifico, entre estas
la inmersién en el aula. Aunque de acuerdo con lo reportado por Aké y
Lépez-Mojica (2020) los maestros normalistas tienen una formacién general
e imparten diversas areas del conocimiento incluyendo el matematico, la
preparaciéon de estos profesores no incluyen preparaciéon en el drea de
matematicas, y solo para los profesores de nivel secundaria se propone una

especialidad.

Por otro lado, la preparacion del docente del nivel medio superior atn
no tiene una unica estructura, en el sistema educativo, mas bien se
especializan mientras viven la experiencia de ser docentes de matematicas.
Los perfiles profesionales de los profesores son variados, pero lo comun es
la demanda por el sistema educativo sobre reconocer los diferentes tipos de
pensamientos matematicos que va a promover entre sus futuros estudiantes.
Uno de ellos es el pensamiento estocéstico, las investigaciones reportadas
han identificado falta de comprensién por parte de profesores y por ende de
estudiantes (Cuevas & Ramirez, 2018). Por esto fue pertinente indagar al
respecto de la formacion inicial del profesor de matematicas y hacer una
propuesta para fomentar en ellos su identificacién e interés en este tipo de

pensamiento matematico.
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Marco Conceptual

Esta investigacion, reconoce la necesidad de estudiar la formacién inicial del
docente de matemaéticas, particularmente se indago sobre el pensamiento

estocdstico en la formacion inicial de profesores de matematicas.

El interés sobre el pensamiento estocastico fue detonado por reportes
como los de Burbano y Valdivieso (2014), quienes aseguran que los
profesores encargados de la ensefianza de probabilidad y estadistica la
desarrollan de acuerdo con lo que ellos aprendieron en su momento, por lo
tanto se manifiestan algunas fortalezas y debilidades en algunos casos, ya
que no se tiene conocimiento disciplinar y pedagogico en el drea de
educacion estocastica.

La investigacion se sostiene de un marco conceptual que considera que
los profesores deben comprender diez ideas que fundamentan los
conocimientos sobre probabilidad y estadistica y cuatro enfoques que son
parte del desarrollo y comprensién de los conocimientos matematicos de
este tipo

Heitele (1975) consideré una serie de ideas fundamentales como
aquellas ideas que permiten que el individuo obtenga modelos explicativos
en las diferentes etapas de su desarrollo, siendo estas tan eficientes y de esta
forma poder distinguir sus niveles cognoscitivos de forma lingiiistica y de

elaboracion.

Establecer como prioridad el estudio de las ideas fundamentales en el
desarrollo adecuado del ser humano, permite la adquisicién de un
conocimiento analitico. Tal como menciona Heitele (1975), el establecimiento
intuitivo previo es urgente en estocastico ya que si se adquieren modelos
explicativos inadecuados es posible desarrollar intuiciones firmemente
arraigadas, por tal motivo es necesario establecer principios de organizaciéon
como son las ideas fundamentales que servirdn como guias a través de la

espiral curricular.
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Espiral curricular: la interpretacién que se ha considerado para esta
investigacion, es que el sujeto requiere estar en un plano intuitivo mismo que
sugiera Heitele (1975) debera pasar a un plano formal, haciendo uso de las
ideas fundamentales.

Teniendo claro que las ideas fundamentales juegan un papel
importante en el desarrollo cognoscitivo del ser humano es importante
identificarlas. A continuacién se enumeran (Heitele, 1975, pp.12-23;
Batanero, 2005; Sanchez, 2009).

Figura 1:

Del plano intuitivo al plano formal.

Plano formal

Idea fundamental -»

Plano intuitivo

Nota: se considera importante identificar el proceso del paso de lo intuitivo a lo formal
Fuente: Heitele (1975)

Normando las expresiones de nuestra creencia.

El campo de probabilidad.

Combinacién de probabilidades. La regla de adicién.
Combinacién de probabilidades. Independencia.
Equidistribucion y simetria

Combinatoria.

Modelo de una urna y simulaciéon

La idea de variable estocastica

0 ® N Ok N

La ley de los grandes ntimeros.

Ju
©

La idea de muestra.
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Ademas de estas ideas fundamentales, se han generado distintos
estudios que reportan como podemos fomentar el pensamiento estocastico,
Batanero (2005) sugiere que los enfoques de probabilidad deberian ser
incluidos de forma progresiva, partiendo de las ideas intuitivas y considerar
necesario un transito flexible entre estos enfoques, Vasquez y Alsina (2019)
aseguran que el estudio de probabilidad ha preocupado al profesorado en
mejorar su ensefianza y considera, que estos deberian estar conscientes de
sus distintos significados de probabilidad. En tanto se “sugiere que los
docentes empleen el uso de ideas intuitivas de los alumnos para incorporar
de manera gradual los significados de la probabilidad” (L6pez-Mojicay Aké,
2019, p. 3).

Enfoque intuitivo

La interpretacion a este enfoque esté dirigido hacia el grado de creencia que
el individuo adquiere de acuerdo a su experiencia y creencias, en este
enfoque se hace uso de expresiones como, (considero, yo creo, segin lo que

se, me imagino que...)
Enfoque frecuencial

De acuerdo con Batanero (2005) quien cita a Bernoulli (1987/1713) quien
asegura que podriamos asignar probabilidades a diversos eventos partiendo
de la frecuencia relativa observada en una serie grande de ensayos de un
experimento. Su demostracioén de la primera ley de los grandes ntimeros fue

aceptada en su época como un apoyo al caracter objetivo de la probabilidad.
Enfoque Cldsico

Tiene su importancia en el calculo de probabilidades de forma teérica, para
este enfoque no es necesario llevar a cabo la experimentacién, se considera
para eventos de niimeros finitos, que puede ser calculado como una fraccién
en donde el numerador representa el nimero de casos favorables y el

denominador el total de casos posibles.
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Enfoque axiomdtico

Borel contempl6 la probabilidad como un tipo especial de medida, mientras
que, Kolmogorov usé esta idea, aplicando la teoria de conjuntos y de la
medida, para deducir una axiomatica que han aceptado todas las escuelas.

Estos elementos forman el marco conceptual bajo el cual una actividad
matemadtica que permitié reconocer, si el profesor de matematicas en
formacién inicial hace uso de estas ideas fundamentales y que enfoques de
probabilidad sostienen sus argumentos matematicos, o bien provocar su

identificacion mediante la misma actividad.

Metodologia.

Un experimento de ensefianza para reconocer ideas sobre probabilidad.

Se hizo un experimento de ensefianza, en donde el investigador fue el
profesor auxiliar de una clase de Metodologia de la Ensefianza de la
Matematica II, en la cual se fomenta la reflexiéon sobre los elementos
fundamentales en proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas a
través de vivenciar diversas actividades matematicas sustentadas en
perspectivas tedrica-metodoldgica, a la vez que se elaboraron o redisefiaron
disefios para un saber matematico concreto por parte de los estudiantes en
donde usardn algin sustento tedrico-metodolégico. Esta unidad de
aprendizaje corresponde al drea de Matematica Educativa del programa
educativo de licenciatura de Matemadticas de la Universidad Auténoma de

Guerrero.

La actividad matematica que se explor6 con los profesores en formacion
inicial (PFI), fue disefiada bajo el sustento de ideas fundamentales y enfoques
de probabilidad de tal manera que se buscaba identificar si los PFI tienen
arraigadas algunas ideas fundamentales o enfoques de probabilidad que
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permitieran resolver las actividades y ademas que les permitiera generar su
propuesta de disefio

Se realizé un experimento de ensefianza (Molina, Castro, Molina y

Castro, 2011) y se siguieron tres fases que se sintetizan en la figura siguiente.

Figura: 2

Sintesis de experimento de ensefianza

Definir el p , Y obji de i igacion

Identificar las demandas del sistema educativo en el pensamiento estocastico.

= o * Identificar el marco conceptual que apoyara en el fomento del pensamiento

Preparacion del estocastico

experi mento /- Disefio r?e secuencAla .de activi qu? r t el i estocastico
Determinar los objeticos de la secuencia diddctica.

Generar THA

~— *  Desarrollar pruebas pilotos que permitan
— mejorar el disefio.
Preparar herramientas necesarias para la
Antes de la implementacion.
intervenciéon * Identificar el grupo idoneo para implementar
actividad

Experimento Experimentacion

De +  Adaptar alguna actividad en caso de que no

A *  Antes de la intervencion shoneal ohjethi.
Ensefianza > Recoger datos mediante evidencias y video.

Analizar los datos obtenidos
Después de la *  Analizar las Trayectorias de aprendizaje
{iitervencidn Concluir sobre a_intervencion  dela
experimentacién

Andlisis de los
datos *  Andlisis datos obtenidos.
* Identificar los argumentos que el profesor hace referentes a las ideas
fundamentales en estocdsticos y enfoques de probabilidad.

Fuente: Elaboracién propia con apoyo en la informacion tomada de Molina, Castro, Molina y
Castro (2011)

Esta metodologia de investigacion, tiene como estructura para su
funcionamiento, una serie de andlisis, mismos que se llevan a cabo en fases.
Los analisis que corresponden a los elementos teéricos y metodolégicos que
sustentan la actividad matematica, asi como las trayectorias hipotéticas de
aprendizaje que se plantean con respecto a la actividad disefiada se hacen
durante la segunda etapa, y (puesta en escena), implementa estrategias, las
estrategias que permiten tomar acciones durante el experimento de
ensenanza. Y finalmente Por otro lado el analisis sobre la recoleccion de

datos e informacién recabada durante el estudio que permite realizar
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observaciones mas profundas, es el que se realiza después del experimento
de ensefianza, para plantear posibles opciones al problema identificado en el
estudio.

Para el desarrollo de la actividad se hizo uso de sesiones sincronas por
medio de la plataforma Google Meet, la cual consté de un tiempo total de
dos horas cuarenta y cuatro minutos, para poder llevar a cabo la actividad
se hizo uso de tres documentos (un documento editable en linea de la
primera actividad, un documento Word para desarrollo de la actividad
completa y un documento en Excel, tablero de la carrera de caballos con
dados) cargados en el Classroom de la unidad de aprendizaje, junto a estos
documento también se enlistaron las reglas del juego, que detona la
actividad matematica disefiada, y se proporcioné un enlace del simulador

del lanzamiento de dados que permitié desarrollar una tarea de la actividad.

Actividad matemadtica para identificar ideas fundamentales de estocdsticos y
enfoques de probabilidad

La actividad matematica que se disefi6 tiene un proceso que permite partir
de lo informal a lo formal, considerando tres enfoques de probabilidad:
enfoque intuitivo (punto de partida), enfoque frecuencial (desarrollo de la
actividad, de lo intuitivo a lo formal) enfoque clédsico (permite hacer el
calculo de probabilidad del evento), el cierre de la actividad permite hacer
un contraste entre los 3 enfoques trabajados. Aunado la actividad se sustent6é

de las ideas fundamentales enumeradas por Heitele (1975).

Momento 1. Generacién de primeras predicciones:

Objetivo: Permitir que los participantes hagan uso del enfoque intuitivo,
mediante predicciones con respecto a sus experiencias vividas en actividades
anteriores a la que se pone en escena.
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El papel del participante: trabaja de forma individual y genera
predicciones basadas en sus experiencias y hace wuso de

expresiones comunes.

El papel del profesor: provoca que los alumnos generen predicciones,
para identificar su enfoque probabilistico

Tabla 1
Instruccién Estructura y expectativa de la actividad matematica
Actividad THA

1.1. ¢A qué caballo le e Hace uso de su creencia sobre una situacion de azar para la toma
apuestas? de decisiones, basados en gustos o niimeros de la suerte o mala
1.2. ;Por qué eliges estos suerte.
nameros de caballos? e EIl cero es considerado como un suceso poco posible o poco
1.3. ;Por qué no elegiste el favorable. Omite al cero porque no esta resaltado con color en
caballo X? el tablero virtual.

Escribe el Nota: Se espera que el nimero X e Usa expresiones informal_es como; creo que este niimero es de

nuamero que sea el cero buena suerte, esté es mi nimero favorito, me gustan esos

tiene el caballo nimeros o eran los que quedaba.

al que le

apuestas. Enfoque de probabilidad e Ideas fundamentales:

Enfoque intuitivo:

La caracteristica principal de este enfoque es que el participante hace uso de sus creencias o
experiencias para predecir resultados, hace uso de argumentos informales.

Idea fundamental: Normando las expresiones de nuestra creencia, esta idea tiene relaciéon con
pasar de expresiones informales a formales.

Momento 2. Primera etapa de exploracion y analisis de las frecuencias

Objetivo: que el alumno genere nuevas predicciones partiendo de un
nimero pequefio de lanzamientos, haciendo uso del enfoque frecuencial, y
la idea fundamental normando las expresiones de nuestra creencia, también

identifica eventos no equiprobables y eventos nulos.

El papel del participante: realizar 20 simulaciones de lanzamientos,
argumentar que es lo que observan y contrastar sus primeras predicciones

con las que tienen después de llevar a cabo la actividad.

El papel del profesor: provoca en los alumnos argumentos maés
fundamentados basados en sus resultados, buscando que el alumno haga

uso de términos propios de probabilidad.
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Tabla: 2
.. Estructura y expectativa de la actividad matematica
Instruccién Y
Actividad THA
21. ;Qué caballo va | e Genera argumentos sobre las tendencias de los resultados, perciben
ganando a los 10 las frecuencias y por tanto se acercan a la probabilidad frecuencial.
lanzamientos? Sin embargo, aiin no miden las frecuencias para poder hablar de
2. Con las probabilidades, incluso no hacen explicito el espacio muestral de su
reglas del sucesos.
juego, el o Continta usando expresiones como; creo que tiene mas posibilidad...,
tablero del supongo que seguir asi ganaria..., es posible que gane el caballo.., etc.

archivo Excel
y sus dados
virtua-les,

2.2. ;Qué caballo gan6?
2.3. ;De tus apuestas en
la actividad 1, cual te

e Percibe que algunos caballos tienen mas posibilidad de avanzar que
otros, es decir, se trata de una situacion no equiprobable, aunque esto
no se diga en estos términos se percibe. Por ejemplo, cuando se dice

el 0, -1 y 1 tiene mas posibilidad de avanzar o que 6 y el -6 no

hizo ganar? ;Por qué? i
avanzaran por que no salen como resultado de la resta de los dados.

realiza 20 lan-
zamientos y
regis-tra los
resultados en
tu tablero, y

Enfoque de probabilidad e Ideas fundamentales:
Enfoque frecuencial: aunque atin no se han realizado un ntmero alto de lanzamientos para

observa el .
poder hacer su uso, ya se empieza a desarrollarlo.
avance del . . . )
ball Normando las expresiones de nuestra creencia: esta idea fundamental estara presente en todas
caballo.

las actividades.
Ley de los grandes niimeros: aunque atin no se han realizados muchos lanzamientos ya se
empieza el desarrollo de esta idea fundamental.

Momento 3. Experimentacion con un niimero mayor de eventos

Objetivo: que el alumno experimente un ndmero mayor de
lanzamientos y realice un analisis sustentado en por que se han manifestado
los resultados de esta forma. Del mismo modo el alumno puede generar y

manifestar el espacio muestra mediante el uso de tabla de datos.

El papel del participante: realizar el espacio muestral, considerando la
idea fundamental campo de probabilidad, genera argumentos basados en su
experiencia con respecto a la actividad puede generar predicciones con

respecto a lo frecuencial que se manifiesta en los eventos realizados.

El papel del profesor: provoca en los alumnos que se distinga lo
frecuencial con respecto a la actividad, promueve expresiones propias de
probabilidad del tipo: es mas probable que..., tiene mayor probabilidad de

resultar..., con respecto a lo observado el evento nulo es..., etc.
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Tabla 3.
Instruccié Estructura y expectativa de la actividad matematica
nstruceion Actividad THA
3. Con base 2.5 En la siguiente tabla anota Genera el espacio muestral con el uso de la tabla de registro, con

como se presente al lanzar los
dados.

3.1. ;Hasta ahora cudl es el
caballo que ha avanzado més?
;Por qué?

3.2. ;Cambiaron los resultados
respecto a los primeros 20
lanzamientos?

(Por qué crees que se te
presentaron estos resultados?
3.3. ;Qué observas con respecto
al caballo que se asign6 con la X?
3.4. ;Qué numero de caballo no
ha tenido avance? ;Por qué?
3.5. ;De acuerdo al experimento
realizado a qué caballo le
apostarias? ;Por qué?

al analisis los resultados de 50 esto se logra visualizar el namero total de eventos ocurridos y sus
de la lanzamientos. El resultado se frecuencias, lo cual puede motivar al calculo de las
informacién | requiere anotar de acuerdo a probabilidades de los eventos ocurridos.

Se percibe lo frecuencial, mediante la estimacion de su
frecuencia relativa al namero de repeticiones del suceso en la
situacion azarosa, para ello se requiere del calculo de las
probabilidades. Del mismo modo, si se comparten los datos en
plenaria se puede percibir que a mayor cantidad de repeticiones
de la sucesion se percibe una tendencia en las probabilidades (se
puede aprovechar para hablar de la ley de los grandes nimeros).
Hay argumentos como: A mayor repeticiones el nimero 0 es mas
frecuente, o el 1, y el -1. Los niimeros que estan mas cercanos al
cero son los que tienen mas posibilidad de ganar.. Tiene mayor
posibilidad de resultar. Es el inico que ganara. Con respecto a la
ley de los grandes niimeros puede ganar el 0.

Notaran que el calculo de las probabilidades en una situacion
azarosa permitira matematizar los sucesos. Y con ello podrian
tomar decisiones tomando las probabilidades, porque
identificaran qué casos son mas probables que otros y que casos
son imposibles.

Enfoque de probabilidad e Ideas fundamentales

Enfoque frecuencial: Al finalizar esta serie de lanzamientos el participante tendra la oportunidad
de predecir los posibles resultados tal como lo menciona el enfoque frecuencial, en esta etapa del
experimento el alumno ha realizado por lo menos 70 lanzamientos.

Campo de probabilidad: Con el proceso de realizar registro de datos el alumno tendra la
oportunidad de generar un espacio muestral.

Normando las expresiones: Se manifiesta en toda la actividad el alumno hace uso de Argumentos
con mas fundamento.

Equidistribucién y Simetria: Situacion equiprobable y simetria de los resultados, el alumno
puede lograr identificar esta idea fundamental.

Momento 4. Unién de datos

Objetivo: que los participantes, analicen e interpreten los datos
obtenidos en una grafica que permita observar la no Equidistribucion y la
simetria de los resultados, y de esta forma poder predecir cuéles seran los
resultados de la actividad con respecto a la idea fundamental la ley de los

grandes nimeros.
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El papel del alumno: organizarse en equipo para poder organizar los
datos y tomen las decisiones precisas para poder generar la grafica que les
permita alcanzar el objetivo establecido.

El papel del profesor: provoca en los alumnos argumenten las razones del
uso de gréficas en la actividad, promover diferentes tipos de graficas,
enfocando su atencién en grafica de barras que permitan observar el

comportamiento de los datos.

Tabla 4.
Instruccién Estructura y expectativa de la actividad matematica
Actividad THA

4. Uniendo | 4.1. ;Es posible organizar |e Genera tablas de datos y/o grificas como instrumentos de

los datos los datos obtenidos hasta organizacion y visualizacion de probabilidades de todos los
ahora? ¢Cémo eventos posibles.
organizarian la |® Discute sobre como organizar la informacion en tablas generales
informacién de todo el |® Discute sobre qué graficas permiten visualizar mejor los sucesos y
grupo? sus frecuencias relativas.

Conjeture basado en las frecuencias relativas a la ley de los grandes
numeros.
Definan los casos equiprobables, nulos y el caso mas probable.

42. ;Qué postulan que
sucede cuando se realiza
un namero de lanzamiento
mayor? ;Por qué?

Enfoque de probabilidad e Ideas fundamentales

Enfoque frecuencial: El participante podra suponer los posibles resultados después de
observar la frecuencia relativa con respecto al niimero de lanzamientos.

Equidistribucion y simetria: si el alumno hace uso de la grafica de barras podra apreciar la
no Equidistribucién de la situacion y la simetria que se genera con los resultados obtenidos
hasta este nimero de eventos.

Momento 5. Calculo de probabilidad y contraste entre los enfoques de
probabilidad

Objetivo: que los alumnos, completen y calculen la probabilidad de
cada uno de los eventos posibles, y de esta formas contrastar la informaciéon
manifestada en los diferentes enfoques de probabilidad y comprueben que
la tendencia de resultados en el enfoque frecuencial es la misma que se

obtiene calculando la probabilidad mediante el proceso del enfoque clasico.
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El papel del alumno: completar la tabla de los casos posibles de la
actividad, calcular la probabilidad de cada uno de los eventos y generen una
grafica con los resultados obtenidos en este calculo, contrastar la informacién
del enfoque frecuencial y del enfoque clasico.

El papel del profesor: vigilar que el llenado de la tabla sea correcto, apoyar
en el célculo probabilidad y en la medida de la misma, en caso de que el
alumno no conozca la forma en que se mide la probabilidad, el profesor
deberé ofrecer esta informacion, promover el uso de adecuado de términos
propios de probabilidad expresiones como del tipo, la probabilidad de que
resulte cero es 6 de 36, 0 0.16.

Tabla 5.

Instruccion

Estructura y expectativa de la actividad matematica

Actividad

THA

5. Completa de
manera

independiente la
siguiente  tabla.
Considera que los
dados rojos son
ndimeros

negativos y dados

que se obtienen al
usar los dados.

5.1 ;Con respecto a la tabla cual es
el  resultado con  mayor
probabilidad?

5.2 ;Cual es la probabilidad que
tiene el namero 0?

5.3 describe de forma grafica
todas las probabilidades de la
tabla anterior.

Analiza los casos probables en la situacion,
sin necesidad de hacer la experimentacién, y
contrastar con su tabla de registros de
frecuencias relativas.

Visualizan las distribuciones de las
probabilidades tanto en los datos numéricos
como en la gréfica, se espera que la gréfica de
barras sea funcional para este objetivo.

azules nimeros ["Enfoque de probabilidad e Ideas fundamentales

pOSIf.‘IVOS, Y | Enfoque clisico: el participante lleva a cabo el célculo de probabilidad sin
anallza. (:odas las | jecesidad de experimentar. Calcular el total de los posibles resultados entre los
probabilidades

casos favorables.

Enfoque frecuencial: el participante, contrasta la informacién obtenida con el
experimento desarrollado, y el cilculo de probabilidad con las reglas del enfoque
clasico.

Enfoque intuitivo: identificar como influyen las creencias e informacién en las
predicciones de eventos.

Equidistribucion y Simetria: con el llenado del campo de probabilidad el
participante identifica la no Equidistribucion y la simetria del total de eventos, esa
idea es fortalecida con el grafico que se obtiene al calcular la probabilidad de cada
uno de los posibles resultados.

Normando las expresiones de nuestra creencia: al cerrar este conjunto de
actividades el participante ya debe manejar conceptos precisos sobre probabilidad.
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Resultados

Andlisis de los datos obtenidos de la exploracién

Tabla 6.

Argumentos de los profesores en formacion

Argumentos de los profesores en formacion

Argumentos de ideas

Argumentos de enfoques

R: bueno uno de ellos es porque es mi nimero
favorito y los otros pues por azar.

E: bueno es que ya eran los tinicos que quedaban.
¢Por qué no elegir al cero?

W.- Creo que va a ser mas dificil que haya un
resultado cero entre los ntimeros.

J: no creo que los dados coincidan para que del
mismo namero y resulte cero, no creo que
coincidan.

A:yo profe por qué no lo vi, pero creo que si puede
tener una pequefia posibilidad.

fundamentales de probabilidad
Generacion de primeras predicciones
¢Por qué hiciste estas predicciones? Normando las expresiones | Enfoque intuitivo
J... Este nomas al azar de la suerte supongo de nuestra creencia. (argumentos basado en sus
W: creo que es més fécil que salgan creencias)

Actividad 2 (analizando las frecuencias)

¢(Después  de cambiarias  tus
predicciones?

J: Mmmmm no lo sé, es que como que al final estuvo
cayendo mucho el cero, pero no creo que apostaria al -
1.

W: Pues lo que veo aqui el que qued6 en segundo lugar
esel -1.

W: Si también entre el cero y el menos 1

A: Los que estan cerca del cero, bueno conmigo gano el
cero, no sé todavia, porque en el empate iban 3,1, 0y -
2, pero por ejemplo en los primeros 10 lanzamientos,
fueron 3,1y -2 y todavia no salia 0 y después de los 10
lanzamientos empez6 a salir el 0, entonces no sé qué
atribuirle a que...

E: disculpe, igual que la compariera A los que estan mas
cerca del cero que es (-1,0 y 1) igual un poquito quien se
acerca mas es el -2, bueno en mi tabla

experimentar

Simetria de resultados, Enfoque Frecuencial,
(observan eventos | los alumnos perciben
igualmente  posibles y | la  tendencia de
posibilidad nula) resultados y sugieren

que de acuerdo a lo
que se manifiesta el
ndmero con mayor
probabilidad son los
nameros que estan
cerca del cero.

Organizacion de la informacién (uniendo los datos)
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J.-Pues en base a los datos que cada quien tuvo aqui se
ve que €l a la mayoria se vio que los caballos que més
avanzaron fueron el cero el uno y el menos uno ya en el
total se ve que es el cero que avanza mas o.
JA.-Aunque si quieres la oportunidad de apostarle un
solo caballo A cudl le apostaria .Con la suma de los
datos en total.

J.- Pues basdndome en los En el total seria al cero pues

qué es el que mas avanzo.

W. Pues lo que yo apostaria es al cero dado lo que yo
veo es que tiene 12 posibles resultados de que caiga el
cero y para uno ya disminuiria no sé si serian 10
resultados o 11 pero asi conforme el niimero sea mas
grande va a ir disminuyendo y Por esa razén Y después
de un proceso de varios Resultados ya no va a ser lo
mismo Y pues lo que veo que como 0 tiene 12 Ntumeros
que pueden hacer ceros Pues es el que tiene mayor
ventaja.

I: yo creo que el cero porque ya hice mi grafica de todos
los ntiimeros y creo que es el que va a ganar.

E.- Pues igual concuerdo con mis comparieros que si es
el cero el que va a tener mas posibilidades de ganar ya
uniendo todos los datos que tuvo cada uno.

E: se ve més claro que el 0 tiene més posibilidades de
salir ganador, porque avanza mas que los demds.

Medida de probabilidad:
aunque no se ha calculado la
probabilidad de cada uno de
los resultados, los
participante hacen mencién
que el caballo avanzara mas
que el resto de los caballos

Ley delos grandes nameros:
los participantes deciden
cambiar ~ de  apuestas,
después de haber unido
todos los resultados en la
experimentacion.

Simetria de resultados: el
participante hace alusién a
los casos posibles, y trata de
asignar probabilidades a
cada combinacién, aunque
no determina su postura
hacia el campo muestral.

Enfoque frecuencial:
por la frecuencia de
resultados que se han
manifestado a favor
del caballo con el
namero 0.  Los
participantes
determinan cambiar
su apuesta al nimero
0.

Espacio muestral y calculo de probabilidad

W: el cero es el que tiene mayor probabilidad de
resultar, su probabilidad es de seis treintaiseisavos.

T
i
0
L (%
0 0
i
)
7
i
1

Normando las expresiones de

nuestra creencia: el
participante usa la expresion
“seis treintaiseisavos”,

permitiendo observar que la
informacién sobre medida de
probabilidad la identifica
como fraccionaria.

Simetria y espacio muestral:
los  alumnos  evidencian
comprension de la simetria de
resultados y organizacién del
espacio muestral

Enfoque  Clasico:
los  participantes
realizan el calculo
de probabilidad, y
determinan que el
caballo con mas
probabilidad  de
resultar es el 0.
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Conclusiones

En el andlisis de los datos recabados en el experimento de ensefianza, es
posible identificar que los profesores en formacién inicial cuenta con un
desarrollo de ideas fundamentales de forma empirica, es decir hacen uso de
ellas pero no conceptualizan una idea fundamental, por otro lado lo que
respecta a los enfoques de probabilidad los alumnos asocian esta
informacién con distintas probabilidades, es decir no reconocen como tal los
distintos enfoques.

Cabe mencionar que los profesores que vivenciaron la actividad que se
puso en escena, identificaron que hacen uso de ideas fundamentales durante
sus actividades de probabilidad y estadisticas, y ademas que también
conocen los enfoques de probabilidad, pero nunca los aplicaron como tal, sin
embargo pongo en manifiesto que aunque los alumnos vivenciaron esta
actividad de probabilidad, no parece ser suficiente para cubrir los temas
exigidos por el sistema educativo mexicano, parece conveniente generar
espacios que permitan fomentar el pensamiento estocastico en los profesores
en formacién, para poder de esta forma enriquecer las herramientas y

conocimientos para su desempefio docente.

Ademas de fomentar el pensamiento estocastico, es necesario permitir
al profesor en formacion generar actividades de practica y reflexién docente
para poder lograr de esta forma obtener experiencias en espacios reales o

similares a los que se enfrentaran en su practica docente.
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Reflexiones sobre fundamentos estocdsticos

La probabilidad condicional mediante la
simulacion de un modelo de urna:
propuesta didactica para estudiantes de

Nivel Medio Superior 11

Fabiola Judrez Morales — Yuridia Arellano Garcia

Se presentan avances de una investigacién cualitativa, cuyo objetivo es disefiar una
propuesta didactica para la ensefianza de la probabilidad condicional e
independencia de sucesos a través de las ideas fundamentales de estocasticos y en
la simulacion de un modelo de urna. La propuesta incluye el disefio y
programacion una aplicacion Web que simula el juego de la témbola (SDT), con la
intencion acelerar el proceso de experimentacion y con esto los estudiantes
construyan intuiciones secundarias de probabilidad de forma efectiva. El disefio de
las actividades se basan los tres ejes rectores de Ojeda (1994): el epistemolégico, el
cognitivo y el social. La investigacion se fundamenta en la Investigacién-Accién
educativa, hasta el momento se han ejecutado tres ciclos con el propésito de

mejorar las actividades y el SDT.

Palabras clave: Ideas fundamentales, probabilidad condicional,

independencia, simulacién, propuesta didactica.

Introducciéon

Frecuentemente a nifios y adultos se nos presentan situaciones de tipo
aleatorio, donde la mayoria de las veces al elegir una opcién se termina
usando intuiciones primarias, lo cual nos reduce las posibilidades de tomar

una decisién que sea basada en datos y de forma consciente. Es por esto que

11 Jugrez Morales, F. & Arellano Garcia, Y. (2022). La probabilidad condicional mediante la simulacién

de un modelo de urna: propuesta didactica para estudiantes de Nivel Medio Superior. En N.
Marquina, M. Ferrari & M. Méndez, (Eds.) Reflexiones sobre la prictica docente de matemdticas Vol 3 (pp.
135-148). Facultad de Matematicas, UAGro. Acapulco, Gro., México
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el estudio de los temas de probabilidad es muy importante (Batanero, 2000;
Herrera, 2004; Ojeda, 1995) ya que es ttil para la vida en el desarrollo
personal o profesional. Para comprender, analizar y procesar informacién,
esas situaciones demandan de los sujetos competencias matematicas

asociadas al desarrollo de un pensamiento estocéstico (SEP, 2019).

La ensefianza de la probabilidad inicia formalmente en 5° y 6° de
primaria (SEP, 2017a) al identificar al identificar situaciones en las que
interviene el azar y determinar los resultados posibles de un experimento
aleatorio. Posteriormente, en secundaria se estudia la probabilidad
frecuencial, la probabilidad tedrica y los eventos mutuamente excluyentes.
En bachillerato se espera que los estudiantes desarrollen habilidades para
identificar fenémenos aleatorios que involucran dos o mas variables
(UAGro, 2010), la probabilidad conjunta y condicional, eventos
independientes y el teorema de Bayes (SEP, 2017b).

En tanto, la ensefianza-aprendizaje de la probabilidad condicional es
muy importante, ya que como profesionales o en la vida cotidiana debemos
tomar decisiones acertadas en situaciones de incertidumbre, que se basan en
el razonamiento condicional (Batanero et al, 2014). También permite
cambiar el grado de creencia en eventos aleatorios cuando hay nueva
informacién disponible. El comprender y razonar de forma correcta esta idea
estocastica, facilita en gran medida el estudio y comprensiéon de la
probabilidad Bayesiana (Batanero et al., 2010).

A pesar de que en los programas de estudios se establece la ensefianza
de la probabilidad, en la préctica es muy dificil que estos temas se aborden,
esto debido a que estos contenidos generalmente son delegados hasta el final
de los libros de texto y como consecuencia, ya sea por falta de tiempo o por
el poco interés de los profesores no son atendidos o solo se llegan a abordar
superficialmente incluyendo explicaciones muy formalizadas (Batanero,
2000). En consecuencia, los estudiantes van avanzado en los niveles

educativos, careciendo de los conocimientos basicos de la probabilidad, y
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cuando llegan a niveles superiores presentan dificultades en la comprension

de conceptos mas dificiles.

En diversas investigaciones se ha reportado que los estudiantes de
bachillerato presentan errores de razonamiento y llegan a confundir la
probabilidad condicional con la conjunta (Huerta et al., 2017; Ojeda, 1995),
no identifican cuando son eventos dependientes o independientes (Megias
et al., 2018) y otros sesgos probabilisticos (De la Fuente & Diaz, 2005). Por
esto se recomienda dejar de lado la ensefianza tradicional e incluir diversas
situaciones azarosas como urnas, toémbolas y dados, llevar a cabo
simulaciones dindamicas implementando la tecnologia y desarrollar
situaciones didacticas implementando las ideas fundamentales, ya que su

principal objetivo es desarrollar el pensamiento estocastico (Lonngi y Ojeda,
2011; Lopez y Ojeda, 2014).

En el estudio de la probabilidad frecuencial la experimentacién es
indispensable y para la comprensién de la ley de los grandes niimeros se
necesita que un experimento aleatorio se repita un gran ntimero de veces, lo
cual no es posible por el limitado tiempo de una clase de bachillerato. Por
esto, la simulacién por ordenador como se considera una excelente
herramienta didactica, ya que permite realizar un mayor ntimero de
ejecuciones del experimento contribuyendo a subsanar la falta de tiempo
(Sada, 2011), a mejorar las intuiciones probabilisticas de los estudiantes
(Serrano et al., 2009), en la comprensién de conceptos dificiles (Barragués y
Guisasola, 2007; Mills, 2002; Osorio et al., 2013) y crean situaciones
motivadoras potenciando el entusiasmo y la particiapcion el clases
(Contreras et al., 2019).

En consecuencia, el objetivo de esta investigacion es disefiar una
propuesta didactica dirigida a estudiantes de Nivel Medio Superior para el
estudio de la probabilidad condicional e independencia de sucesos, basada
en las ideas fundamentales de estocasticos (Heitele, 1975) y en la simulacién

de un modelo de urna.
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Para el desarrollo de la investigacion se retoma la propuesta tedrica de Ojeda
(1994) que distingue tres ejes rectores para la ensefianza de estocésticos: el
epistemologico, el cognitivo y el social. En el eje epistemolégico se toma
como referencia a Heitele (1975) quien propone 10 ideas fundamentales para
el desarrollo del pensamiento estocéstico: 1) Medida de la probabilidad, 2)
espacio muestra, 3) la regla de la suma,4) la regla del producto e
independencia, 5) equidistribucion y simetria, 6) combinatoria, 7) modelo de
urna y simulacién, 8) variable aleatoria, 9) ley de los grandes ntimeros y 10)

muestra.

Para Heitele, las ideas fundamentales son aquellas que “proporciona al
individuo, en cada etapa de su desarrollo, modelos explicativos tan eficientes como
sea posible y que difieren en los niveles cognoscitivos, no de manera estructural, sino
solo en su forma lingiiistica y en sus niveles de elaboracion” (p. 188). Las ideas
fundamentales deben organizarse sobre un curriculo en espiral (Figura 1)
partiendo de un plano intuitivo hasta llegar a un plano formal, lo cual
conduce a cambiar el estudio de temas o definiciones formales desde un
principio por el de ideas o nociones que han de asociarse para su
comprension de manera gradual y continua.

Figura 1
Curriculo en espiral (Heitele, 1975)

Formal plang

dea

Intuitive plane

Nota: Imagen tomada de Heitele (1975 p. 188)

Intuitivamente se puede decir que la probabilidad condicional
P(A/B) de unsuceso A dado otro suceso B es la probabilidad de que ocurra

A sabiendo que B se ha verificado. En un plano més formal, se define con la
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expresion: P(A/B) = P(A nB)/P(B),siempre que P(B) > 0. La
probabilidad condicionada estad relacionada con la independencia, puede
decirse que A y B son independientes si y sélo si P(A N B) = P(A) x P(B),
es decir dos sucesos son independientes si la probabilidad de uno de ellos

no cambia al condicionar por el otro.

Ademas, se retoma la propuesta de Lopez-Mojica y Aké (2019) quienes
consideran que es necesario ensefar los temas de probabilidad partiendo de
un enfoque intuitivo, posteriormente trabajar simultaneamente los enfoques
frecuencial y cldsico, para que a partir de estos tres enfoques se pueda llegar
a un enfoque axiomdtico. El enfoque intuitivo de la probabilidad se ha
interpretado como el grado de creencia de una persona en la ocurrencia de
los posibles resultados de una situacién azarosa. El enfoque clasico se
interpreta como la razén entre el nimero de casos favorables con el nimero
total de casos posibles, siempre y cuando éstos sean igualmente posibles. Se
tiene que n representa el ntiimero de casos favorables del evento A, N es el
numero total de casos posibles, por lo tanto: P(4) = % El Enfoque frecuencial
se interpreta como la estimacién de la probabilidad de un evento con base
en su frecuencia relativa (%) de ocurrencia en una secuencia grande de
repeticiones del fenémeno aleatorio.

El eje cognitivo se basa en las ideas de Fischbein (1975) quien otorga
gran importancia a la intuiciéon en el desarrollo del pensamiento
probabilistico. Segtin este autor, una intuicion es aquel conocimiento que se
presenta de manera espontdnea después de haber realizado repetidamente
alguna accién determinada y pueden ser clasificadas en intuiciones
primarias que se desarrollar como consecuencia de la experiencia personal
del individuo y secundarias que se desarrollan a partir de la instruccién y

entrenamiento intelectual sistematico y prolongado.

En el eje social se analiza el papel de la ensefianza de estocésticos en
cuanto a la relacion entre la naturaleza epistemolégica del conocimiento
matemadtico y su significado socialmente constituido en la interaccién en el
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aula (Steinbring, 2005). Se resalta el papel de la ensefianza progresiva del
conocimiento estocastico, el cual requiere de la observancia del tridngulo
epistemologico el cual consta de tres componentes: Objeto, aquello que es
producto de la actividad intelectual del sujeto. Signo, la representacion de
esa abstracciéon. Concepto, lo que apela a la descripcion especifica de esa cosa

y va de nociones, a ideas, a conceptos e interrelacién constante con el objeto

y el signo.
Metodologia

La investigacion es cualitativa y se lleva a cabo mediante la
metodologia de Investigaciéon-Accion, la cual consta de tres etapas: disefio,
desarrollo e informe final. En este momento nos encontramos en la etapa de
desarrollo, en la cual llevamos a cabo un proceso de tres ciclicos de
planeacién, actuacion, observacion y reflexién, con el propésito principal de
disefiar una propuesta didactica que incluye una secuencia de actividades
basada en las ideas fundamentales de estocasticos y en la simulaciéon de un
modelo de urna (el juego de la témbola). Para la fase de experimentacion se
disefia y programa el SDT en versién Web, como una herramienta didactica
complementaria para que los estudiantes lleven a cabo simulaciones
dindmicas que les ayuden a construir intuiciones secundarias de

probabilidad condicional y de las ideas fundamentales.

Hasta el momento se han disefiado 6 actividades que parten del
juego de la témbola, en este proyecto la experimentacion a través de la
simulacion es importante para que el alumno observe y pueda reflexionar
acerca de los resultados que se obtienen y con esto pueda pasar de un
pensamiento determinista a uno probabilistico. Con el juego de la témbola
los estudiantes podran realizar extracciones sucesivas con reposicion y sin
reposicion para dos extracciones, relacionando asi la probabilidad

condicional con independencia de sucesos con su contexto cotidiano.
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El juego de la témbola consiste en introducir canicas de diferentes
colores (rojo, azul, amarillo y verde) y cantidades, al inicio del juego se
informa a los participantes el ntimero de canicas y las cantidades (que van a
variar en cada jugada). Se extraerdn 2 canicas consecutivamente (con o sin
reposicion), los participantes deben inscribirse en el concurso y apostar al
color de canica que creen saldrd en la primera y posteriormente en la
segunda extraccién, si adivinan la primera se le devuelve la apuesta y si
adivina la segunda gana el doble de su apuesta. El costo del boleto es de

$30.00 y solo se vendera un boleto por cada resultado posible.

La secuencia de actividades se distribuye en tres fases tres fases
correspondientes con los enfoques de la probabilidad (Figura 2). La fase 1 es
de indagacién, donde se disefiaron dos actividades orientadas al enfoque
intuitivo y con las que se pretende observar las nociones de las ideas
fundamentales de probabilidad con las que cuentan los estudiantes. La fase
2 es de ensefianza, se retoma el enfoque frecuencial y clasico, para el enfoque
frecuencial se disefiaron dos actividades donde se realizaran las
simulaciones con las que se busca promover las ideas fundamentales de
medida de la probabilidad, variable aleatoria, espacio muestra, modelo de
urna y simulacién y ley de los grandes ntimeros. Para el enfoque clésico se
disefi6 una actividad con la que se pretende promover las ideas
fundamentales de medida de la probabilidad, variable aleatoria, espacio
muestra, equidistribucién y simetria y combinatoria. La fase 3 es de
comprension, se disefié una actividad para evaluar la comprensién de las
ideas fundamentales después de su ensehanza.

Figura 2
Fases de la secuencia diddctica

1: Indagacién _ 2:Ensefianza 3: Comprension
« Enfoque * Enfoque « Evaluacion
Intuitivo frecuencial

* Enfoque
clasico

Fuente: Propuesta readaptada de la estructura de secuencia didactica
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(Lopez-Mojica y Aké, 2019)

EISDT

El SDT fue redisefiado pasando de una aplicacién de escritorio a una
version Web (Figura 3) programado en HTML, PHP, Javascript y CSS, con la
que los estudiantes podran interactuar de forma dindmica desde sus
celulares, tabletas o computadoras.

Figura 3

SDT version Web
La Témbola

Adivina el color que saldra
Dentro de Ia Témbola hay:

sl vl awewe{T] v En

o
L ® o
| e ° oo
% J

| |
R e—

[y -]

Con el SDT los estudiantes podran realizar extracciones de una o varias
canicas (rojo, amarillo, azul y verde). En cada juego, se pueden realizar
extracciones al azar o extraer un color especifico. Se extrae primero 1 luego
2 bolas consecutivamente, el estudiante debe en un primer momento
“adivinar” el color que saldrd en la primera y en la segunda extracciéon
sabiendo el primer resultado. Los estudiantes pueden calcular la
probabilidad de la primera y segunda extraccién, en caso de equivocarse se
les genera un mensaje con una retroalimentacion y se les permite intentarlo
las veces necesarias. Ademads, la aplicacion estd programada para realizar
juegos (de una o dos extracciones) de uno en uno o realizar juegos
simultdneos de 10 hasta 1000000 de veces, presentando los resultados en
tablas (Figura 4).
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Cabe resaltar que la aplicacién fue disefiada especialmente para ser
probada en este proyecto, realizar las mejoras necesarias y asi poder

implementarla en trabajos futuros.

Figura 4
SDT version Web extracciones aleatorias miiltiples de 2 canicas
Resultados
Azul-azul salié veces Rojo-azul salio veces
Extraer dos canicas Azul-rojo sali6 veces Rojo-rojo salié veces
[10 v Azul-amarillo salié veces Rojo-amarillo salié veces
veces
- Azul-verde salio veces Rojo-verde sali veces
Amarillo-azul salié veces Verde-zzul salio veces.
Amarillo-rojo salié. veces Verde-rojo sali6 veces
Amarillo-amarillo salié veces | | Verde-amarillo salio veces
Amarillo-verde salié veces Verde-verde salid veces

Fuente: Elaboracion propia

Las actividades

En la actividad 1 se inicia explicando a los estudiantes en que consiste
el juego de la témbola y se plantea una situaciéon de equiprobabilidad con
independencia de sucesos, donde deben poner en juego sus conocimientos
previos y adivinar los colores de canicas que creen que saldra en la primera
y segunda extraccion. En la actividad 2 se modifica la témbola para abordar
una situacién de no equiprobabilidad con dependencia e independencia de
sucesos, de igual forma se les pide a los estudiantes que adivinen los colores
que creen que saldrén en la primera y segunda extraccién desde esta nueva
situacion.

En la actividad 3 se inicia la fase de experimentacién (enfoque
frecuencial) y se organiza a los estudiantes en equipos de tres integrantes. Se
les plantea una situacién de no equiprobabilidad con independencia de
sucesos y se les pide que apuesten a una combinaciéon de colores.
Posteriormente, por medio del SDT realizan 10 juegos individuales y anotan
los resultados en una tabla de Excel. A continuacion, se les pide realizar 100,
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1000, 10000, 100000 y 1000000 de juegos y anotar los resultados obtenidos en
la tabla de Excel y obtengan sus gréficos de barra. Finalmente, se les pide que
observen e interpreten los graficos para que observen los eventos con mayor
probabilidad de suceder y a partir de esto replantear su decision inicial. En
la actividad 4 se plantea una situacion de no equiprobabilidad con
dependencia de sucesos y se realiza el mismo procedimiento que en la
actividad 3.

En la actividad 5 se trabaja el enfoque clasico desde una situacién de
no equiprobabilidad con dependencia e independencia de sucesos. Se les
pide a los estudiantes obtener la probabilidad clasica para cada resultado
posible, implementando diagramas de arbol o tablas de doble entrada. En
esta actividad se trabaja directamente con la probabilidad conjunta,

condicional, independencia de sucesos y la ley de los grandes nimeros.

En la actividad 6 se aplica un cuestionario a modo de evaluacion, el
cuestionario incluye problemas que involucran el juego de la tombola en
diferentes situaciones, con la que buscamos observar las ideas
fundamentales aprendidas en las actividades anteriores. Este cuestionario se

aplica por medio de Quizizz para que sea mas interactivo y dindmico.

Con los 3 ciclos realizados se consiguié mejorar las actividades y el
simulador. Se implementarda un nuevo ciclo en el cual participaran
estudiantes de 2° de bachillerato en una modalidad virtual. Para la
recoleccion de los datos se disefiaron 5 hojas de trabajo que seran
compartidas con los estudiantes por medio de la plataforma Classroom y las
sesiones seran videograbadas para su posterior andlisis. Las producciones
de los estudiantes serdn observadas por medio de los criterios de analisis
propuestos por Ojeda (2006): Situacion de referencia, ideas fundamentales,

otros conceptos matematicos, recursos semioticos y términos empleados.
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Conclusiones

Se espera que al poner en marcha esta propuesta didactica, los
estudiantes puedan pasar de un pensamiento determinista a uno
probabilistico y sin duda la teoria que se estd implementando nos
proporciona las herramientas para poder lograrlo. De igual forma, la
aplicacion Web que se esta desarrollando permitira a los estudiantes llevar a
cabo la experimentacién y a partir de esto comprender la probabilidad
condicional e independencia de sucesos. Al finalizar la puesta en escena y el
andlisis de los datos del ciclo 4, estaremos en condiciones de evaluar la
propuesta misma, en el estado actual del proyecto no podemos dar

conclusiones al respecto.
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Conferencia 1

Autoeficacia en Matematicas

Dra. Maria S. Garcia Gonzilez

Facultad de Matemiticas
Universidad Autonoma de Guerrero

La autoeficacia refiere a las creencias que el individuo tiene sobre sus propias
capacidadades, en Matematica Educativa este constructo ha sido estudiado
con el fin de comprender su influencia en el desempefio en matematicas. En
esta charla haré un recorrido por los diferentes niveles escolares para
mostrar las creencias que los estudiantes tienen sobre sus capacidades
matematicas.

Semblanza

Doctora en Matematica Educativa por el Cinvestav-IPN. Actualmente es
profesora invitada de la Universidad Auténoma de Guerrero, impartiendo
cursos en la Facultad de Matematicas y en el posgrado en Matematica

Educativa.

Es presidenta de la Sociedad Mexicana de Investigacién y Divulgacion de la
Educacion Matemaéatica, SOMIDEM, A.C. Miembro del comité editorial de la
Revista Educaciéon Matemadtica. Miembro del Sistema Nacional de
Investigadores. Y miembro del Comité Directivo de PME-NA (North
American Chapter of the International Group for the Psychology of

Mathematics Education).
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Conferencia 2
Explicacion didactica y discurso
Matematico escolar: el caso de la variacidon

Dra. Evelia Reséndiz Balderas

Unidad Académica Multidisciplinaria de Ciencias, Educacion y Humanidades
Universidad Autonoma de Tamaulipas

Se considera el discurso de los profesores de educacién superior donde
emplean explicaciones didacticas y recursos discursivos para hacer
comprensible al estudiante la nocién de variaciéon. El objetivo de la
investigacion, localizar y analizar las formas de introduccién y desarrollo de
la variacién en situaciones de ensefianza. Mediante un enfoque cualitativo-
interpretativo, los datos se agruparon en categorias considerando la
literatura y el estudio secuencial de situaciones de ensefianza. Se destaca la
identificacién de una gran diversidad de perspectivas que emplean los
profesores cuando explican la nocién de variacién, pues se atendi6 la
construcciéon de recursos discursivos y significados. Durante las clases se
registraron diferentes tipos de explicacién de los docentes en los que se

modela la nocién de variacion.

Semblanza

Doctora y Maestra en Ciencias con Especialidad en Matemética Educativa
por el Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados del Instituto
Politécnico Nacional. Es Profesora-Investigadora de la Unidad Académica
Multidisciplinaria de Ciencias, Educaciéon y Humanidades de la

Universidad Auténoma de Tamaulipas.

Forma parte de la Red de Centros de Investigacién en Matematica Educativa
y del Comité Latinoamericano de Matematica Educativa. Desarrolla la linea
de investigacion, Discurso matemdtico en el aula habiendo publicado libros,
capitulos de libro y articulos de investigacién. Actualmente pertenece al

Sistema Nacional de Investigadores, nivel I.
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Taller 1.

Entre cuadrilateros y Q-~niveles

Facilitadores
Antonia Itzel Blanco Hurfado ~ Gema Rubi Moreno Alejandri

Los cuadrilateros son estudiados desde los niveles iniciales de la educacién
béasica del sistema educativo mexicano y se relacionan con numerosos
contextos de la vida cotidiana, siendo asi de gran relevancia tanto en el
ambiente escolar como en lo cotidiano. Es por ello que, en este taller se
comparten una serie de actividades propuestas para explorar a los
cuadrilateros, sustentadas en los Q-niveles de comprensién de Fujita (2011).
El objetivo del taller es que, mediante la reflexiéon y el andlisis de las

actividades, se logre coadyuvar a la comprension de diferentes cuadrilateros.

Taller 2

,Cudles son las creencias en las que se
basa la ensefianza de las matematicas?

Facilitadora
Dra. Anfonia Hernandez-Moreno

Preparatoria popular Ahuacuotzingo - Universidad Autonoma de Guerrero

El dominio afectivo (creencias, actitudes, emociones y valores...) es muy
importante para la matematica educativa. Particularmente, las creencias
matemadticas del profesor porque se considera que guian su préactica,
moldean las creencias de los estudiantes y muchas veces facilitan o dificultan
su quehacer en el aula. Durante el taller nos proponemos que los
participantes reflexionen sobre sus creencias matemadticas y las creencias
identificadas en la investigacion. Para ello, se presentan diferentes tipologias
y perspectivas tedricas acerca de las creencias matematicas de profesores y
se plantean una serie de preguntas que buscan la reflexién sobre los temas
discutidos.
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Taller 3.

Ideas fundamentales y enfoques de la
probabilidad mediante la simulacion de

un juego de tombola

Facilitadores
Dra. Yuridia Arellano Garcia ~ Fabiola Judrez Morales
En la vida cotidiana nos enfrentamos a situaciones de tipo aleatorio de forma
recurrente, que muchas veces se “resuelven” usando nuestras intuiciones
primarias, lo cual reduce las posibilidades de tomar una decisién basada en
datos de forma consciente. Ademas, se nos demanda comprender, analizar
y procesar informacién diversa y eso demandan de los sujetos competencias
matematicas asociadas al desarrollo de un pensamiento estocéstico (SEP,
2019). En este taller se desarrollaran una serie de actividades disefiadas
desde las ideas fundamentales (Heitele, 1975) que buscan mediante la
simulaciéon de un juego de témbola desarrollar los enfoques de la

probabilidad intuitivo, clasico y frecuencial (Lépez-Mojica y Aké, 2019).
Referencias bibliograficas
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Taller 4.

Modelacion matematica para la vida real

Facilitadores

Aline Vargas & Fatima Sandoval

Un objetivo central de la educacién matematica es promover competencias
de modelacién matematica, es decir, competencias para resolver problemas
de la vida real mediante el uso de las matemaéticas. Pero ;qué son los
problemas de la vida real? Pues eso depende de cémo sea la vida de cada
individuo, ya que las situaciones a las que se enfrenta en la vida cotidiana
pueden variar para cada uno. Sin embargo, ya sea que se trate de un
profesor, un cientifico, un conductor, un bombero, el duefio de un negocio,
o un ciudadano responsable, pueden enfrentarse a problemas en los que
requieren utilizar las matemadticas para resolverlos. En este taller
abordaremos problemadticas realistas a las que pueden enfrentarse los
individuos en diversos contextos y que se pueden resolver a través del uso
de las matemadticas. Esto con dos propositos principales: analizar los
procesos llevados a cabo para resolverse y mostrar la utilidad de las
matemadticas. Finalmente, apoydndonos de los resultados de las actividades
realizadas durante el taller, mostraremos cémo podemos llevar a la practica
en el aula algunos elementos teéricos de la modelacién matemética de la

perspectiva realista.
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Taller 5.

Compartiendo ideas para disefiar
actividades matematicas. El caso de

ecuaciones cuadraticas

Facilitadores

Dra. Marcela Ferrari Fscold - M.C. José Anfonio Bonilla Solano

En el programa de secundaria mexicano se menciona el tema: “Patrones,
figuras geométricas y expresiones equivalentes” invitindonos a estudiar
figuras geométricas utilizando herramientas algebraicas y viseversa, idea
que sera el tema central de este taller. En él discutiremos sobre cémo crear
un libro de GeoGebra para propiciar el enlace entre algebra y geometria,
relacion que se habia desestimado en el Sistema Educativo en épocas
anteriores y que consideramos importante rescatar en nuestras clases de

matematicas.

Los invitamos entonces a iniciar la produccién de un libro de GeoGebra
en conjunto a partir de un disefio disparador sobre la resoluciéon de
ecuaciones cuadréticas usando las herramientas propias del dlgebra del siglo
IX. Esperamos que este taller sea el inicio de un grupo de profesores y
estudiantes donde generemos, a corto o mediano plazo, recursos educativos

digitales compartidos.
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