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La Memoria del Primer Coloquio: Reflexiones sobre Innovacién de la
Practica Docente de Matematicas, expresa la inquietud, el entusiasmo
y por supuesto el interés de los miembros que forman esta comunidad,
que se preocupa y ocupa de las problemaéticas que emergen en el aula

de matematicas.

Se explayan reportes de avances de proyectos de innovacién para
la préctica docente de matematicas, a nivel basico y a nivel medio
superior, por parte de los estudiantes de la primera generacion de la

Maestria en Innovacién de la Practica Docente de Matematicas.

Se exponen problemdticas que trastocan y sensibilizan la
enseflanza de la matemadtica mediante: la inclusion, reflexién y
propuestas para el desarrollo del pensamiento matematico,
exhibiendo una variedad de metodologias y acercamientos para
promover en la enseflanza de las matematicas nociones
fundamentales en el algebra, la geometria, la variacién y la
probabilidad mediante la incorporacién de constructos teéricos de la
matematica educativa que han mostrado favorecer los procesos de
construccién de saberes matematicos, como; el contraejemplo, la
argumentacion, la conjetura, las trayectorias del aprendizaje, la
modelacion, la covariacién y las ideas fundamentales de estocésticos.

En el escrito podran ver el uso de estos constructos en el plano escolar

vii
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y con ello tener propuestas para incluir en la préctica docente de
matemaéticas.

Ademas, se muestran ideas expresadas por jévenes de la
Licenciatura de Matematicas, la Licenciatura en Matematica
Educativa y las primeras exploraciones de la segunda generacién de
la Maestria en Innovacién de la Practica Docente de Matematicas,

expuestas en carteles de divulgacion.

Es un gusto para nosotros compartir con el lector el trabajo de

esta comunidad que no para a pesar de los momentos de la pandemia
por el COVID-19.

Atentamente

Dra. Maria Esther Magali Méndez Guevara
Coordinadora de la Maestria en Innovacién de la

Préactica Docente de Matematicas

Acapulco de Juarez, Guerrero agosto de 2020.

viii

Reflexiones sobre la priactica docente de matematicas Vol 1



ol &

Ne 4Conten1do
**‘

Avances de Investigacion - Nvel Bdsico (secundaria)

El pensamiento légico, heuristico y creativo de adolescentes con NEE. Un
estudio de casos

Iridia Guzmdn Zavaleta, ]. Efrén Marmolejo Vega, ]. Marcos Lopez Mojicat ............ 1

El uso del contraejemplo como estrategia para el desarrollo del
razonamiento l6gico-matemdtico en estudiantes de educacién
secundaria: El caso de las ternas pitagéricas

Bernardo Ndjera Alday - Edgardo LoCia ESPINOZA...........cveivivvvoviivininiisiiniininininns 25

Trayectorias de aprendizaje para la ensefianza de las matemdticas en la
Educacion Secundaria. El caso para la generalizacion de patrones

Daniel Gonzdlez Jiménez, Hermes Nolasco HeSIiqUio .............ocvevvevvunviniiniiniininininns 47

Avances de Investigacion - Nvel Medio Superior

Estudio sobre el proceso de la argumentacion matemdtica en el Bachillerato:
el caso de la Semejanza

Irma Joachin Arizmendi - Hermes Nolasco HeSIqUIO ..., 73

La demostracién en contexto escolar: una experiencia de conjeturar en

ambiente de geometria dindmica con estudiantes de nivel medio superior
de la UAGro.

Abril Carrillo Bello - Gema Rubi Moreno Alejandri - José Efrén Marmolejo Vega ..99

Reflexiones sobre la practica docente de matematicas Vol 1



dl &5

La probabilidad en el bachillerato universitario: experiencia en una
situacién de geometria

Nayely Gutiérrez Villa - José Marcos Lopez MOJICA T ........cvvvevveerivneenininiriciernn. 121

Modelacion-covariacién en la caracterizacién de las funciones polinémicas.
Exploracién para la funcion de primer grado

Karen Ziifiiga Gonzilez - Maria Esther Magali Méndez ..............cocevvvvenvincininans 141
Niveles de razonamiento covariacional al trabajar la progresion aritmética

Juana Alicia Rojas Estrada - Maria Esther Magali Méndez Guevara...................... 161

Carteles

C1.- Enfoque frecuencial de la probabilidad en el contexto de la preparatoria
T2 OO 185

C2.- De la intuicion a la justificacién en la probabilidad: carrera con dados
................................................................. 186

C3.- Andlisis de la prdctica docente mediante un redisefio de probabilidad

.................................................................... 187
C4.- Anilisis sobre el rol de la planeacion en la prdctica docente............... 188
C5.- Andlisis de una clase.............uucvvuerirennene. 189
C6.- Las emociones y su papel en la permanencia y desercién de los

estudiantes de la Licenciatura en Matemdticas 190

C7.- Modelacién del movimiento circular uniforme: el uso de grificas para
10 fUNCION SENO....uueriniiititicttctcs st 191

C8.- Vaciado de Ut HiNACO ........uueeeerveeeeriveeeerveresssrveensans 192

C9.- Elaboracion y aplicacion de un proyecto de enseiianza acerca de las
“Leyes de exponentes” en el nivel Bachillerato ..............ccouvreruerevuvrenene 193

C10.- Potenciacién, para la resolucion de operaciones bdsicas en
Matemdticas I en el Nivel Medio Superior a través de trabajo
COIADOTALIVO ..ttt ssene 194

Reflexiones sobre la priactica docente de matematicas Vol 1



@

C11.- Propuesta de ensefianza “Teoremna de Pitdagoras” ..............eeeueueune. 195
C12.- Espacios, formas y medidas mediante puzzles topolégicos............... 196

C13.- El uso de videojuegos como recurso para mejorar la resolucién de
problemas en alumnos de tercer grado de Secundaria............................ 197

C14.- Tablero matematico..........ceervvveeerrveeecnnne 198

C15.- Argumentos intuitivos de la probabilidad: una experiencia de clase 199

xi

Reflexiones sobre la practica docente de matematicas Vol 1






Awvances de Investigacion: Nivel Bdsico (secundaria)

Avances de
Investigacion

Nivel Bdsico

Reflexiones sobre la practica docente de mateméticas Vol 1
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El pensamiento 16gico, heuristico y creativo de

adolescentes con NEE. Un estudio de casos!

Iridia Guzmdn Zavaleta, J. Efrén Marmolejo Vega, J. Marcos Lopez Mojical

guzmaniridia@gmail.com

En este documento se reporta el andlisis de las observaciones del proceso
de intervencion de tres actividades ludicas matematicas propuestas tanto
heuristica, creativa como légicas dirigidas a estudiantes con necesidades
educativas especiales (NEE). Se adopta como marco teérico y metodolgico
el Modelo Teérico Local (MTL) y de la Intuicién a la Formalizaciéon
fundamentado en el principio de actividad de Galperin. La importancia de
la intervencién y puesta en escena de las actividades es generar teoria local
sobre las producciones de los estudiantes con NEE. Las actividades se
evaluaran a partir de indicadores cualitativos especificos de desempefio y
posteriormente se redisefiaran para una segunda aplicaciéon y valoracién

de los resultados del desarrollo cognitivo en los estudiantes.

Palabras Clave: NEE, discapacidad, integracién educativa, juego,

actividades ladicas.

Introduccion

Actualmente la escuela secundaria donde trabajo abrié sus puertas a
la inclusién educativa de acuerdo con las politicas educativas, sin
embargo, la realidad es que apenas se estd dando la apertura a la
“integracion educativa” y es bajo este esquema que se estd trabajando
con una matricula de jévenes con necesidades educativas especiales

(NEE) con discapacidad, que ronda los 85 alumnos en ambos turnos.

1 Guzman, 1, Marmolejo, J. y Lépez Mojica, J. (2020). El pensamiento légico, heuristico y
creativo de adolescentes con NEE: Un estudio de casos. En M. Méndez, M. Ferrari & N.
Marquina (Eds.). Reflexiones sobre la prictica docente de matemdticas Vol 1 (pp. 1-24). Facultad de
Matematicas, UAGro. Acapulco, Gro., México.

1
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Esta situaciéon ha provocado el descontento de algunos comparieros
que se rehtdsan a trabajar con esta poblacién estudiantil por el hecho
de no querer implementar las estrategias necesarias en el desarrollo
de sus planeaciones de clase e integrarlos dentro de las aulas. Este
trabajo de tesis nace precisamente de la inquietud como docente frente
a grupo por ofrecerles una ensefianza matematica de calidad y que

cumpla con una educacién pertinente que atienda a la diversidad.

Uno de los primeros retos a los que me enfrenté como docente,
es a la dificultad para adaptar las actividades y redisefarlas de manera
especifica para alumnos con NEE asociadas a una discapacidad
moderada, sobre todo brindarles el tiempo necesario en clases.
Inicialmente crei que iba a ser facil trabajar con alumnos con
discapacidad, sin embargo, comprendi que no estaba preparada para
tratar a los alumnos con estas caracteristicas, lo que es importante para
potenciar sus habilidades cognitivas, asi como formar un equipo
solido con los demds profesores, padres de familia, alumnos y el
maestro de apoyo USAER, para tener herramientas suficientes en la

medida de nuestras posibilidades como comunidad escolar.

La situacién diaria que vivo en el aula de clases, condujo a que
me inclinara por este tema de investigacion, estudiar y prepararme
para tener herramientas pedagogicas innovadoras de matemdticas,
pues mi practica docente no resultaba ttil para ellos, incluso otros
docentes prefirieron reportarlos como reprobados, sin interesarse en
lo més minimo por indagar las causas de lo que ellos consideraron un
problema infranqueable cuya solucién es de nuevo separarles de los

grupos regulares y canalizarlos al programa de USAER.

Ante esta problematica, el objetivo principal de este proyecto
de titulacién es disefiar actividades e indicadores especificos, para
motivar al alumnado y despierten sus intereses, favoreciendo la

comunicacion y el trabajo, que evidencien las experiencias de

Reflexiones sobre la priactica docente de matematicas Vol 1
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aprendizaje relativas al pensamiento heuristico, creativo y légico
alternativas a las del curriculo tradicional, mediante juegos de
estrategia, que permitan valorar cualitativamente logros de
maduracion estratégica, reglas finas y de desempefio que satisfagan
las actividades realizadas por adolescentes caracterizados con NEE
(discapacidad).

Contextualizacién de la Educacién Especial

En México el sistema educativo en las tltimas décadas ha tenido
logros notables y cambios interesantes, una mayor cobertura en
educacioén bésica, que ronda en el 87.5 % de la poblacion de entre 6 y
14 afios que saben leer y escribir (INEGI, 2015). El aumento de
eficiencia terminal y el promedio de la escolaridad atin enfrentan retos
que impiden que algunas nifas, nifios y jovenes tengan acceso a la
educacién que requieren, como es el caso de la poblacién que presenta
NEE, principalmente aquellas asociadas a una discapacidad, que ha
tenido menores posibilidades de acceder o permanecer en los servicios
educativos.

En el proceso de indagacion, se valor6 el concepto de “inclusion”,
es tan amplio y no solo tiene que ver con alumnos con NEE con o sin
discapacidad, sino que va mas alla e involucra a una comunidad
vulnerable como los indigenas, migrantes, alumnos de escasos
recursos, por mencionar a algunos que tienen que ver con atender los
preceptos tanto de la Declaraciéon de Salamanca (DS) y la UNESCO,
referidos de la educacién para todos sin importar sus caracteristicas
fisicas o intelectuales, ni su situacién cultural, religiosa, econémica,

étnica o lingiiistica (Garcia Cedillo & Romero Contreras, 2019).

Sin embargo, el trabajo lo centro en lo que conocemos como
“Integracién Educativa”, con miras a que en un futuro la escuela

brinde un servicio de educacion inclusiva.

Reflexiones sobre la practica docente de matematicas Vol 1



dal &

Iridia Guzmdn Zavaleta - José Efrén Marmolejo Vega - José Marcos Lépez Mojica t

Educacion Especial: (NEE) Necesidades Educativas Especiales

La educacion especial en México nace desde 1867 con diversos
programas y escuelas de apoyo, sin embargo, un gran porcentaje de
escuelas y centros educativos se resisten en ofrecer este tipo de apoyos
dentro de sus aulas regulares, practicamente lo conciben como una
carga extra de trabajo para los docentes frente a grupo, catalogando y
estigmatizando a esta comunidad estudiantil “especial” y que deben
recibir educacién Unicamente por personal especializado,
separandolos de las aulas y de ese andamiaje que dia a dia se va

construyendo entre todos los alumnos.

Con la firma del Acuerdo Nacional para la Modernizacién de la
Educaciéon Bésica en mayo de 1992, este acuerdo produjo grandes
cambios pues se inici6 formalmente el proceso de Integracion
Educativa, lo que también implicé un cambio en la orientacién de los
servicios, pues pasaron a trabajar desde un modelo médico a un

modelo social-educativo. (Romero Contreras & Garcia Cedillo, 2013).

Sobre la definicion de las NEE plantea que éstas aparecen cuando
los alumnos presentan un ritmo de aprendizaje muy distinto al de sus
compafieros y los recursos de la escuela son insuficientes para apoyar
sus aprendizajes. Se precisa que las NEE estin asociadas a las
siguientes condiciones: a) ambiente social y familiar en que se
desenvuelve el nifio; b) ambiente escolar en que se educa al nifo, y c)
condiciones individuales del nifio (Garcia, y otros, 2000).

La Declaracion de Salamanca, (UNESCO, 1994), adoptd el
concepto de alumnos con NEE y se crearon las Unidades de Servicios
de Apoyo a la Educacién Regular (USAER) que, entre sus principales
funciones estan: realizar las evaluaciones psicopedagoégicas. (Romero
Contreras & Garcia Cedillo, 2013). Y las Escuelas de Educaciéon
Especial se transformaron en Centros de Atencién Multiple (CAM),

Reflexiones sobre la priactica docente de matematicas Vol 1
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que atienden a alumnos con discapacidades muy severas o con
discapacidad multiple.

El pais adopto la clasificacién propuesta por la UNESCO, en
cuanto a la definicion de la discapacidad. Asi, oficialmente se aceptan
seis tipos de discapacidad (fisica, intelectual, mental, auditiva, visual y
muiltiple).

El concepto de Necesidades Educativas Especiales tal y como lo
entendemos hoy en dia, amplia el sentido de la Educacién Especial,
que evita una connotacién segregadora, y no restringe las necesidades
educativas a una poblacién tradicionalmente “etiquetada” con
nombres como deficiente mental, disminuido psiquico, débil mental,
etc. (Paula, 2003).

Figura 1.

Formas de acceder a los servicios de Educacion Especial: USAER y CAM en México

1. Identificacion
del alumno por
personal de USAER

Solicitud Evaluacis Propuesta Apoyo segt
USAER| de atencion P ,c:’a l:;’z",ta Curricular gzo,;;i "
aUSAER | | *ieopedagogt Adaptada | | "CEIA%ES

2. Sospecha de
dificultades por
parte de maestro
regular o padres

12
¥

3. Canalizacion por

parte de docentes
regulares
\ 4. Solicitud de /
ingreso por parte

de los padres

Evaluacion Prop} st Apoyo segin
. ..t Cumicular .
Psicopedagogica Adaplada necesidades

La definicién de discapacidad, integra una visién biopsicosocial
que considera, una pérdida a nivel del cuerpo, determinada por una
alteracion fisiolégica o estructural que afecta una funcién y, por otra

parte, un complejo fenémeno a nivel social. Por lo tanto, discapacidad
5

as -
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implica disfuncion en uno o mas de tres niveles de funcionamiento
humano, (ICF, 2002):
Corporal. Alteraciones funcionales o estructurales que determinan una
alteracion significativa o pérdida.
Personal. Limitaciones o dificultades para ejecutar actividades.

Personal en el contexto social. Restricciones derivadas de problemas para

involucrarse o participar en situaciones de vida.
Integracién Educativa

Con el nuevo Modelo Educativo de la Escuela Mexicana, se retoma la
inclusién educativa con mayor seriedad cuando menos en el discurso,
de tal manera que de acuerdo con algunos especialistas como el Dr.
Ismael Garcia Cedillo expuso los distintos modelos para el abordaje
educativo, iniciando con el modelo asistencial que nace a partir de
instituciones religiosas.

Posteriormente, anadio, el modelo médico el cual vio la
discapacidad en el sujeto. El modelo psicosocial, cuyo enfoque estaba
centrado en la interaccion que tiene el sujetocon el medio,
catalogando cualquier problema fisico como “deficiencia”. Y es a
partir de este modelo cuando surge el concepto de Integracion
Educativa. Finalmente, el modelo social que se aplica en la actualidad,
el cual postula que no existen personas con discapacidad, sino

sociedades discapacitantes.

Por otro lado, cabe resaltar que, si bien es cierto muchos de los
maestros jovenes en servicio tuvieron una formacién inicial diferente
a la docencia, esta situaciéon provoca un trato diferente hacia los
alumnos y recae de cierta forma en lo que de manera acertada comenta
Garcia Cedillo: “los maestros no cambian su paradigma de trabajo

centrdandose en el grupo y no en individuos”.

Reflexiones sobre la priactica docente de matematicas Vol 1
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La etapa de integracion educativa en México se caracteriz6 en dos
momentos importantes en la historia de la educacién especial (EE):

¢ El primer momento de 1993 a 2002 en el que ocurren los cambios
legales a través de los cuales se lleva a cabo la reorganizacion para la
atencion a la diversidad en México.

¢ El segundo momento se da en la etapa de la integracion de 2003 a 2013,
en el que se generalizo a la atencion y a la diversidad con el modelo de
“escuelas integradoras”.

Marco Teérico y Metodologico

Se hace referencia al marco teérico y metodolégico que orientara el
trabajo, es el denominado Modelo Teérico Local (MTL), que tiene
como componentes la “descripcién de la competencia en el dominio
de la ensefianza y aprendizaje que va a ser investigado” (Puig, 2006).
El cual alinea las acciones a realizar en el curso de las actividades. La
teoria de modelos locales permite analizar, de manera localizada y
especifica, distintos aspectos o componentes de los fendmenos de la
matematica educativa, como son los de competencia formal, de

enseflanza, de procesos cognitivos y de comunicacion (Filloy, Puig, &
Rojano, 2008).

Modelo Teorico Local (MTL)

El marco tedrico y metodolégico desempefia un papel central, la idea
de que lo que se elabora y analiza son los resultados de una
investigacion y su organizacion. El cardcter local viene dado por el
hecho de que el modelo se elabora para dar cuenta de los fendmenos
que se producen en los procesos de ensefianza y aprendizaje de unos
contenidos matemdticos concretos a unos alumnos concretos (Puig,
2006). Los MTL se adaptan al propésito del trabajo, toda vez que tanto
el contexto, los participantes y la experiencia no tienen presupuestos
tedricamente estudiados con anterioridad, sino que, es en la misma

7
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experimentacién donde se producen situaciones que mediante la
observacién, generan los elementos susceptibles de ser analizados o

teorizados inicialmente.

De acuerdo con el esquema de la Figura 2, se describen las dos
fases dentro del MTL y cada elemento que las componen:

Fase 1: “Disefio Metodolégico”

¢ DProblemdtica: La atencién con equidad de los estudiantes con NEE

que han sido sujetos desde la segregacion hasta la integraciéon
educativa sin que se haya resuelto, tratarles en condiciones iguales
de aprendizaje, en el ambito de la matematica para el desarrollo

del pensamiento heuristico-l6gico y creativo.

¢ Analisis previos de los problemas: Estudio especifico de las

condiciones especiales de estudiantes con NEE y del contexto
escolar, focalizado en la ensefianza aprendizaje de la matematica.

O Modelo de competencia formal: Andlisis fenomenolégico de los

procesos heuristicos, creativo y loégico, como formas de

pensamiento matematico.

¢ Modelo de cognicion y comunicacion: Actuaciones de los nifios,

explicacién de por qué se comportan asi. Formas de comunicar a

los estudiantes las tareas, los adolescentes con NEE" no pueden y

mn

los nifios regulares si'. Marco de referencia (revision
bibliografica) ;quiénes si y quiénes no?
¢ Modelo de enseiianza: Curriculo de secundaria:
¢ Practicas de ensefianza comun en profesores.

0 Uso de materiales didacticos y herramientas tecnoldgicas.

¢ Diserio del modelo tecrico local: Del analisis previo de la problematica,

disefiamos un primer modelo de los supuestos que explican los
resultados de la segregacioén e integracion, para generar hipétesis.
¢(Coémo estd implicado el conocimiento matematico a través de

estas formas del pensamiento?: “juego”.
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Figura 2.

Esquema del Modelo Teérico Local, de Eugenio Filloy Yagiie

MODELOS TEORICOS LOCALES
DISENO METODOLOGOGICO

PROBLEMATICA
La atencion con equidad de los estudiantes con NEE que 160

- han sido sujetos desde la segregacion hasta la integraci

educativa sin que se haya resuelto, ~tratar
condiciones iguales de sprendizoje, en el dmbilo de Ia
matemética para el desarrollo del pensamiento heuristico-
logico y creativo,

ANALISIS PREVIOS DE LOS PROBLEMAS

Estudio ifico_de las condiciones iales de
esludwnlm NEE y del é:eovll,lex\o escoel:vpelcomhmdc

)

DISENO DEL MODELO TEORICO LOCAL

Del analisis previo de la problematica, disefamos un
primer mde‘lxowdo los supuestos que explican los
resultados de la segn.gnclon e mtegnclm para gener
hipotesis. ¢Como " estd  implicado conocimiento
matematico en sus formas del peusomlenlo heuristicas,
creativo y logica, a través de juegos de estrategia?

HIPOTESIS TEORICAS A C%WRASTAR CON

MODELO DE COMPETENCIA FORMAL
(—) Analisis fi ico de los
heuristicos, creativo y Iggm comop;ovm de

pensamiento matematico,

MODELO DE COGNJCION Y
—> COMUNICACION

Actuaciones de los nifios, explicacion de
porqué se comportan asi, diferencias y
operaciones formales. Formas de comunicer a
i atoe o i s
con no |
Marco de relevenclay [revision mmﬂm)
Lquiénes si y quiénes no?

LA OBSERVACION

Eoslble qgenerar produwm en los estudiantes con MODELO DE ENSENANZA
NEi expresen pensamientos:
heurisum creativo y k)guoo medlanle el j onte la H Curriculo del 1" y 2* de secundaria

ejecucion de las situaciones problem icas actban *Practicas de ensefianza coman en profesores
Ios niflos frente a las situaciones problémicas?iLla ‘Uso de materiales didacticos y herramientas
eﬁMIM matematica quarda diferencias significativas? tecnologicas.
verbalizacion de la estrategia es coherente y logica?

r DISENO Y DESARROLLO DE LA EXPERIMENTACION _l

1 m«m de las secuencias didacticas por situacion
mica

~ Preparacion del instrumento de Observacion (ribricas
grinclpuies para la observacion).

Trabajo directo con estudiantes (puesta en escena).

Afllcacron en el grupo muestra de las situaciones
didict mediante la  utilizacion  de
prototipos matematicos como jueqos de destreza:

“Ranas saltarinas “Torres de Handi “Sudoku €=

!

ANALISIS DE LAS ACTUACIONES

Elaboracion de un catdlogo de observacion, Modelo de
Cognicion y Comunicacion.

|

ELABORACION DEL NUEVO MODELO
TEORICO LOCAL

La perspectiva del problema

ION NIN NN
¢ SELECCION DE LOS NINOS CON NEE

1- Caracterizacion de los alumnos con NEE en
funcion con las en las fichas descri

2- Didlogo heuristico y/o entrevist mdmmdoa
f:da nifio en i6n con su participacion en

experiencia.
3.- Familiarizacion con tareas tipo.

|

ESTUDIO DE CASOS

(—' Observacion mediante accion de y entrevistas
videograbadas con el grupo muestra elegido,

ANALISIS DE INTERPRETACION DE LAS

(_Elobmcmdo un catalogo de observaciones

relacionadas con las acts
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¢ Hipdtesis tedricas a contrastar con la observacion: Es posible generar
producciones en los estudiantes con NEE que expresen formas de
los pensamientos: heuristico, creativo y 16gico mediante el juego,
ante la ejecucion de las situaciones problémicas ;Como acttian los
nifios frente a las situaciones problémicas? ;La ejecuciéon
matematica guarda diferencias significativas? ;La verbalizacion de
la estrategia es coherente y l6gica?

Fase 2: “Disefio del Desarrollo de la Experimentaciéon”

¢ Se realizara:

1. Preparacion de las secuencias didacticas por situacién problémica.
2. Preparaciéon del instrumento de Observacion (indicadores de
observacion).

Trabajo directo con estudiantes (puesta en escena).

4. Aplicaciéon en el grupo muestra de las situaciones didacticas
diseniadas mediante la utilizacién de prototipos matematicos como
juegos de logica, mentales y destreza (Ranas saltarinas-Torres de
Hanéi-Sudoku).

¢ Seleccion de los nifios con NEE:

®

1. Caracterizacion de los alumnos con NEE en funcién con las fichas
descriptivas.

2. Diélogo heuristico con cada nifio en preparacion y participacién en
la experiencia.

3. Familiarizacién con tareas tipo.

¢ Andlisis de las actuaciones: Elaboracion de un catadlogo de
observacién, Modelo de Cognicién y Comunicacion.

¢ Estudio de casos: Observacion mediante acciéon de grupo y
entrevistas videograbadas con el grupo muestra elegido.

¢ Andlisis de interpretacion de las actuaciones en grupo y en las
entrevistas: Elaboracion de un catidlogo de observaciones
relacionadas con las actividades en grupo y entrevistas y
contrastar.

¢ Elaboracion del nuevo modelo tedrico local: La perspectiva del

problema

10
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El juego

Para alcanzar los objetivos propuestos, se plantean actividades ladicas
estructuradas en un nivel gradual de dificultad ascendente, en las que
se trabaja “el juego” (Troncoso Presa & Raposo Rivas, 2012).

De acuerdo con lo que sefialan Alsina y Planas (2008) sobre el
juego, se destaca la idea de que el juego es un placer en si mismo,
permite resolver problemas y pone en practica diferentes procesos
mentales. Las principales funciones del juego son favorecer el
desarrollo intelectual, social y emocional de manera divertida y
motivadora. Ademas, estimula la comunicacion, el trabajo en equipo

y la aceptacién de normas.

El juego es parte fundamental del desarrollo del nifio desde sus
primeros pasos. Autores como (Piaget, 1973), recalcan la intima
relaciéon que existe entre la clase de juegos que practica un nifio y la
etapa de desarrollo en la que se encuentra. Con respecto al juego
existen numerosas investigaciones de diferentes autores, de las cuales,
se sefialan a continuacién diferentes conceptos (Tabla 1).

Tabla 1:
El juego en distintas perspectivas
Autores Conceptos sobre “juego”

Piaget (1973)  Plantea que el juego es un proceso de adaptacién a la realidad y
una actividad eminentemente formativa.
Bruner (1988) = Por medio del juego se produce un aprendizaje de calidad

Winnicott Por medio del juego se genera un espacio intermedio entre
(1993) realidad objetiva y la imaginaria. Permite realizar actividades que
en la realidad no se prodria realizar.
Vygotski Sefiala que el juego supone una zona de desarrollo proximal de
(2000) aprendizaje

Bishop (1988) Concluye que todas las culturas han desarrollado actividades
relacionadas con las matematicas y vinculadas a distintos grupos
de edad: contar, localizar, medir, disefar, jugar y explicar.

De Guzman Compara la manera de proceder en el juego y el procedimiento
(1989) habitual en matematicas

11
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El juego como recurso en la enseiianza y aprendizaje de las
matemdticas

(Qué entendemos por juego? Segiin el diccionario de la Real
Academia Esparfiola (RAE) es un: “Ejercicio recreativo o de competicion
sometido a reglas, y en el cual se gana o se pierde”. Analizando esta

definicién tenemos que un juego es una actividad:

*  Recreativa: Se realiza la actividad del juego por el puro objeto
de hacerlo, sin esperar ninguna otra utilidad, salvo la del

placer de ganar el juego.

*  Sometido a reglas: Cada juego dispone de sus propias reglas
que el jugador acepta libremente y son las que definen la

estructura del juego.

* De competicion en el cual se gana o se pierde: Lo que
involucra el factor emocional en forma de tensién por ganar,

alegria al conseguirlo o frustracién al perder.

Podemos incluir algunas caracteristicas mas, como las que
enumera (Huizinga, 2014):
*  Esuna actividad seria: No hay que confundir la idea de juego

con la idea de broma o banalizacion de una actividad.

*  Es una actividad separada de la vida ordinaria, en su propio
universo con sus propias reglas, desarrollada en sus propios

limites espaciales y temporales.

El juego como recurso diddctico para ensefiar matemdticas

(Por qué parecen estar tan intimamente ligados los juegos con las
matemadticas? Segun (Corbaldn, 1994), esta relacion estriba en que los
juegos y los problemas de matemadticas tienen una estructura muy
similar, al tener sus propios limites espacio-temporales y unas reglas
establecidas de antemano.

12
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No solo los juegos y los problemas matematicos comparten
muchos elementos en comun, sino que, la historia nos da numerosos
ejemplos de cémo los juegos funcionan como chispa inicial a la
necesidad de desarrollar herramientas matematicas.

Directrices heuristicas para resolver juegos

De Guzman (1984) plantea una serie de preguntas que hacerse a la
hora de enfrentarse a un juego por primera vez. Dichas directrices son
muy similares, a los conocidos pasos de (Polya, 2004), para resolver
problemas, remarca el estrecho nexo que une problemas matemaéticos
con juegos:

1. Antes de hacer, trataré de entender. ;Sabes de qué trata el juego?

(Entiendes todos sus componentes (fichas, tablero, reglas...)?

2. Encontraré una estrategia. ; Has visto algtin juego similar antes? ;Te
puede servir para pensar como actuar? ;Puedo empezar por una
version facil?

3. Empieza a jugar. Prueba tu estrategia ;te esta funcionando? Si no
(en qué falla exactamente? Sabiendo en qué falla ; puedo usar esa

informacién para mejorar mi estrategia?

4. Mira bien como lo has conseguido, por qué ha funcionado tu estrategia.

(Cual es la idea central que te ha permitido resolverlo?

Son varios los autores que afirman de los beneficios de llevar el
juego a las aulas de clases, pero hay poca literatura que retoma el juego
con fines matematicos para nifios que presentan NEE en nivel basico.
El juego espontaneo esta lleno de significado afirma de (Guzman, El
juego: un pretexto para el aprendizaje de las matematicas), porque
surge con motivo de procesos internos, ya que favorece la maduracion

y el pensamiento creativo.

13
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Tratamiento Metodoldgico en las Secuencias Diddcticas

Las secuencias did4cticas se desarrollaran bajo la metodologia
derivada de la Ensefianza Problémica en sus aspectos relativos al
disefio y puesta en escena al secuenciar acciones de la intuicion a la
formalizacién de (Marmolejo Valle, Moreno Alejandri, & Marmolejo
Vega, 2017).

El tratamiento metodologico aplicado a este disefio se
fundamenta en el principio de actividad de Galperin (1992) extendido
por Talizina (2002). Del primero se retoman los tres momentos en que
transcurre la formacién por acciones de una actividad, a saber:
formacion de la base orientadora de la accién; formacién del aspecto
material de esta accion; formacién de su aspecto verbal externo; y
formacion de esta accién como un acto mental a través del lenguaje
interiorizado.

En esta etapa, el alumno participa colaborativamente en la tarea,
la que realiza haciendo uso de las operaciones necesarias, asi, asimila
el contenido de la accién, en tanto que el profesor realiza el
seguimiento y control objetivo de la adecuada consecucién de cada
operacion que conforma la accién, ya sea a partir de su orientacién

directa o por medio de algin apoyo material externo.

Por su parte, Talizina (2002) destaca que el alumno asimila la
accion como materializada, desplegada, generalizada, pero evitando
su automatizacién, siendo més bien parte de una transicion; esto es,
se puede combinar desde el principio con la verbal, lo cual implica
que los alumnos formulen en el habla todo lo que realicen en la

préctica de manera material.

Al respecto, se producen tres cambios esenciales:

14
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1) La accion verbal se estructura no sélo como un reflejo real de la
acciéon realizada con el objeto, sino también como una
comunicacion verbal de la misma.

2) La asimilacion en la forma verbal se observa por el habla, la cual se
convierte en la portadora de todo el proceso, ya que no sélo
implica la comprension de las palabras empleadas, sino ademas
estas palabras llevan el contenido de la tarea y de la accion.

3) La etapa de interiorizacion de la accion como un acto mental
conlleva que la tarea de comunicacién es sustituida por el habla
para si, suscitando de este modo la reflexién, aqui, se generan las
condiciones de caracterizar a la cosa construida de diferentes

formas de representacion, reflexionando sobre su significado.
Participantes y Contexto

El trabajo de investigacién se lleva a cabo dentro de la escuela
Secundaria General N° 6 “Tierra y Libertad”, en el turno vespertino;
ubicada en la colonia Emiliano Zapata, cuenta con 5 edificios de
material, 18 salones de clases, areas administrativas y de intendencia,
laboratorios, talleres, bodega, canchas, plaza civica, salén de usos
multiples, aula de medios, sala audio visual, sanitarios, area de
cooperativa y mesas y estacionamiento. La plantilla de personal es de
83 elementos entre directivos, profesores, administrativos, personal
de apoyo e intendencia. Con una matricula en ambos turnos de 1,200

alumnos del presente ciclo escolar 2019-2020 aproximadamente.

Los informantes fueron dos estudiantes a los que nos referiremos

CcoOmo:

Alumna “K"2: Es una alumna de 14 afios, estatura pequefia sin llegar

al enanismo, presenta dificultades en el habla, fisicamente esta

2 Alumna “K”, se hace referencia con ese nombre para proteger su privacidad (género femenino).
15
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sana a excepcién de su dentadura que pareciera que estd mudando,
tiene 7 afios de acuerdo a su maduracién. Una de las cualidades
mas importantes en ella, es que es una alumna muy responsable,
dedicada y se expresa mediante dibujos. De manera esporéadica le
aplican “Genotropin C (somatropina solucién inyectable 5.3 mg)”

para estimular el crecimiento hormonal.

Alumno “A”3: Es un alumno de 14 afos con estatura y complexion
normal de acuerdo con la edad, presenta diccién y producciones
escolares confusas, le cuesta comunicarse tanto oral como en forma
escrita. Situacién que le ha traido algunos problemas de conducta
con maestros y compaferos. Emocionalmente es un adolescente
muy sensible y esto afecta en gran medida en su desarrollo
personal y académico.

Sintesis de las actividades

Este trabajo de investigacion propone tres actividades a través del
modelo de competencia formal el cual se elabora mediante un analisis
fenomenoldgico de los procesos (actividades matematicas con juegos)
heuristico, creativo y légico, se pretende que mediante Ila
modelizacién de estos procesos le permita decidir al alumno sobre la
mayor o menor complejidad de cada juego propuesto y por lo tanto se
espera que tengan de una mayor a menor dificultad al resolverlos. En
este andlisis fenomenoldgico se pretende identificar los precursores

sobre los conceptos de: heuristica, creativo y logico.

La heuristica: Mediante este tipo de pensamiento se busca
solucién a problemas planteados, basdndose en la experiencia y
conocimientos previos, desembocando en una solucién efectiva a un

problema planteado, atin y cuando esta solucién no sea la solucién

3 Alumno “A”, se hace referencia con ese nombre para proteger su privacidad (género masculino).
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optima (el ensayo y error, busqueda de patrones, analogias y la
generalizacion).

El pensamiento creativo: Valora la autonomia del pensamiento y el
uso de la informacién, propicia la basqueda de situaciones de mejora
y la propuesta de soluciones innovadoras.

El pensamiento logico: Analiza situaciones, identifica factores
determinantes de situaciones y el cuestionamiento del valor 16gico de

situaciones para encontrar soluciones satisfactorias.

Las actividades propuestas son:

i Contenido
Juego Objetivo del Juego Matematico
Torres de | El objetivo del juego es crear la pila en otro de Conjuntos y
i los postes siguiendo ciertas reglas, encontrar el nameros
nimero de movimientos necesarios para fn)=2n-1n2
transferir “n” discos del poste A al poste C. 1
El objetivo del juego es intercambiar la
posicién de las fichas oscuras (ranas cafés) y N-ésimo
fichas claras (ranas verdes), es decir, “mover” ndamero en
las fichas oscuras al lado derecho y las fichas sucesiones
claras al izquierdo. Para lo que es necesario _
A . an=2n+1
seguir ciertas reglas sobre el movimiento de
las fichas.
Sudoku | El objetivo del sudoku es rellenar una
cuadricula de 4x4 celdas (16 casillas) dividida
\‘.‘. : ARIA en subcuadriculas de 2x2 (también llamadas Caélculo de
[I "cajas" o '"regiones") con las cifras del 1 al 4 | probabilidades
partiendo de algunos ntimeros ya dispuestos
en algunas de las celdas.

Las dos primeras actividades se relacionan en algunos aspectos
heuristicos y creativos, no van seriadas o secuenciadas en nivel de
complejidad, es mds bien una reafirmacién una de la otra para
encontrar patrones y estrategias a seguir y resolver el juego. En la
tercera actividad basicamente se enfatiza la parte l6gica en el acomodo

correcto de los nimeros, el sudoku se propone que inicie con el de 4x4,
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posteriormente ir incrementando las regiones y casillas, con la
finalidad de observar y analizar el proceso cognitivo y estrategias del

alumno.

A cada actividad “juego” se le adecuaron indicadores de
valoraciéon especificos (escala estimativa). Para permitir identificar el
nivel cognitivo del alumno y hasta qué nivel se le puede llevar en las
actividades sugeridas, es decir mediante este anélisis de observaciéon
se van a ir valorando los resultados en cada intento para en lo
posterior adecuar estrategias personalizadas que permitan un avance
de un nivel a otro.

Figura 3.

Tabla de los indicadores a utilizar en la puesta en escena de cada actividad

“TORRES DEHANOI”

Intentos Observaciones

(nim. de Indicadores Actitudes o
discos) Wom | T | Nom | T |Mom | T | Mem | T | mum | T tonal Comentarios
mov. | Ges) | mov. | seg) | mov. | gem) | mov. | seg) | mov. | geg) | EMOCION3les
Ensayoy error
Bisquedadepatrones
Andlogias

Generalizacién

Autonomia de pensamiento

Uso de lainformacién

Anélisis desituaciones

Con 2 discos
Creative

Identificacién de factores
determinantes desituaciones

Léaico

encontrar soluciones
satis rias

Bésicamente las tres actividades consisten en explicarle al
alumno de qué trata, atendiendo las reglas previamente establecidas.
La intencién es registrar diferentes datos, que evidencia el proceso,
por ejemplo: ;como es que el alumno hace uso de la heuristica y del
pensamiento creativo? iniciando el juego desde el nivel uno, en el que
se registran el nimero de intentos, el tiempo cronometrado, si atendié
a las indicaciones, asi como ciertas actitudes corporales y aptitudes
cognoscitivas y destrezas que se deben valorar en el desarrollo de la

actividad. Una vez realizada de manera satisfactoria cada nivel y que
18
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el alumno {ij6 la estrategia o patrén, pedirle que verbalice la accién
para reafirmarlo con una nueva jugada, asi sucesivamente con cada
nivel. De manera similar la actividad del sudoku, pero aqui solo se
valorard mas de cerca el acomodo correcto de los niimeros en las

casillas, columnas, renglones y regiones.

Estas actividades mediante “juegos de estrategia” son conocidas
y utilizadas en la historia de las matematicas y en la matematica
educativa; revisando detenidamente los planes y programas de
estudio del nivel secundaria, se habla de un pensamiento matematico
que provoque en los alumnos razonar lo que estan haciendo en su
contexto matematico y en su vida diaria y lo que el docente debe
potenciar en el alumno; sin embargo, la realidad es que la mayoria de
los maestros frente a grupo no tienen herramientas especificas para
hacerlo, porque se cae en la falsa idea de que las matematicas son
algoritmos que se deben seguirse e incluso aprenderse de memoria,

dejando de lado el pensamiento heuristico, creativo y légico.

De acuerdo con (Chumillas Botam, 2018), los docentes tenemos
la tarea de hacer nacer la motivacién intrinseca de nuestros
estudiantes para que la creatividad, la curiosidad y el interés afloren
en ellos y asi mejoren su proceso de aprendizaje. Para ello, se pretende
indagar sobre el papel que desempeiia el juego en el aula y sobre sus posibles

efectos beneficiosos en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Recoleccion de datos y su andlisis

La recolecciéon de datos estd pensada que se haga mediante diferentes
instrumentos: aplicacién de actividades, videograbacién, entrevista,
fotografias de las producciones, registro de los indicadores en cada
actividad (tiempos, ndmero de intentos, observaciones generales), la
verbalizacion de los alumnos de cémo lograron concretar la actividad

y lo que signific6 para ellos, la interaccion docente - alumno.
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Cada uno de los instrumentos utilizados para recolecciéon de
datos evidencian diferentes intenciones al momento del analisis y en
su conjunto dardn un resultado integral, pero sin duda alguna la
videograbacion es el que revela la mayor parte de las experiencias y
permite analizar a detalle situaciones que se puedan escapar en el
registro de datos y valoraciones actitudinales del alumno.

Primeros Resultados

Para generar un primer referente sobre como se generan las
producciones de los nifios NEE con discapacidad, ante situaciones
problémicas que se operan con las formas del pensamiento heuristico,
creativo y l6gico (formas de pensamiento que son transversales en el
tratamiento de todo contenido matematico), cuyo desempefio se
refleja al mostrar determinadas habilidades propias de pensamiento
matematico, se realizan las experiencias de este proyecto con alumnos
con discapacidad, de manera individual y cuyos resultados habran de
arrojar elementos que permitan disefiar actividades de aplicabilidad

grupal en condiciones escolares, orientadas a la integracion educativa

La primera puesta en escena con el juego de las ranas saltarinas
se aplic6 a dos alumnos y no fueron satisfactorios los resultados, esto
provoco que se desatendiera a uno de ellos mientras se trabajaba con
el otro, aunado a esto las herramientas para la toma de datos fueron
insuficientes y el video que se tomé no revelaba las producciones

obtenidas, sino mas bien un panorama amplio de lo que sucedié.

En términos generales esta primera aplicaciéon dio lugar a
diversas areas de oportunidad que se deben mejorar y condujo a una
segunda puesta en escena, la cual se realizé con un solo alumno de
tercer grado de secundaria, ajeno al proyecto de investigacién con las
correcciones necesarias derivadas de la primera actividad, con apoyo
mas especifico en la toma de datos (videograbacién y fotografia)

incluyendo una tabla de indicadores relativos al pensamiento
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(heuristico y loégico) en los diferentes niveles de la actividad y se

cronometraron los tiempos en cada intento.

Sobre esta segunda aplicacién con el juego de las “las torres de
Hanéi” se encontraron aspectos importantes que sefialar. Se hizo
énfasis en el minimo de movimientos que el alumno debia lograr en
cada nivel retdndolo a lograrlo para provocar en él, interés por
resolver el juego. Se observé que en repetidas ocasiones el alumno
seguia resolviendo por ensayo y error sin lograr identificar patrones o

estrategias que le permitieran resolver el juego.

Conclusiones

Siendo un trabajo de investigacion de tesis poco comudn en el area
de EE en matematica educativa, se considera que es un trabajo
innovador tanto por la metodologia utilizada como por las estrategias
del juego, siendo una actividad ltidica muy versatil que permite ser
explorado desde diferentes perspectivas por los docentes en servicio
y con suficientes herramientas para llevarlo al salén de clases en apoyo

a nifos y jévenes con condiciones de NEE y discapacidad.

Bésicamente el hecho de retomar las tres formas de pensamiento
como actividades rectoras para desarrollar los contenidos
matemadticos y valorar los avances cognitivos de esta comunidad
estudiantil, es una innovacion dentro de la practica docente y sobre

todo permitirles que se sientan parte de un grupo y no segregarlos en
las aulas de USAER.
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estudiantes de educacion secundaria: El caso de las

ternas pitagoricas*
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Este trabajo pretende aportar elementos para la introduccién del uso
del contraejemplo a nivel secundaria como una via para iniciar en el
razonamiento matematico a los estudiantes de este nivel. En el plan
de estudios 2017, esta considerada tal iniciacién, sin embargo, ni el
plan, ni los programas de estudio, ni los libros de texto, indican
coémo debe hacerse. En particular, disefiaremos e implementaremos
una secuencia de aprendizaje que propicie la construccion de
conjeturas y el uso de contraejemplos en el marco de la estrategia
diddctica conocida como Debate Cientifico en Cursos de
Matematicas. El trabajo se sustenta en la Teorfa de Situaciones
Did4cticas. Con los resultados de una primera exploracién
concluimos que es pertinente reorientar el disefio, enfocaAndonos en

la actividad matematica mas profunda de la secuencia disefiada.

Palabras Clave: secundaria, razonamiento matematico,

contraejemplo, argumentar, conjeturas.

4 Néjera, B. y Locia, E. (2020). El uso del contraejemplo como estrategia para el desarrollo del
razonamiento logico-matematico en estudiantes de educacion secundaria: El caso de las
ternar pitagoricas. En M. Méndez, M. Ferrari & N. Marquina (Eds.). Reflexiones sobre la prictica
docente de matemdticas Vol 1 (pp. 25-46). Facultad de Matematicas, UAGro. Acapulco, Gro.,
México.
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Introduccion

En el Plan de Estudios de Matematicas para Educacion
Secundaria (SEP, 2017), el término Pensamiento Matematico se define
como: la forma de razonar que utilizan los matematicos profesionales
para resolver problemas provenientes de diversos contextos ya sea
que surjan en la vida diaria, en las ciencias o en las propias
matematicas (p.158). Se precisa en el referido plan que: “este
pensamiento, a menudo de naturaleza l6gica, analitica y cuantitativa,
también involucra el uso de estrategias no convencionales y se
establece que, en la secundaria, se pretende “que los estudiantes
desarrollen esa forma de razonar y que al hacerlo aprecien el valor de
ese pensamiento, lo que ha de traducirse en actitudes y valores
favorables hacia las matematicas, su utilidad y su valor cientifico y
cultural” (pag. 158). Asimismo, “mediante el trabajo individual y
colaborativo en las actividades de clase debe buscarse que los
estudiantes comprendan la necesidad de justificar y argumentar sus
planteamientos y la importancia de identificar patrones y relaciones

como medio para encontrar la soluciéon a un problema” (pag.159)

Adicionalmente, el Plan de Estudios también enfatiza que,
“ademds de la adquisicion de un cuerpo de conocimientos
légicamente estructurados, la actividad matematica tiene la finalidad
de propiciar procesos para desarrollar otras capacidades cognitivas,
como clasificar, analizar, inferir, generalizar y abstraer, asi como
fortalecer el pensamiento légico, el razonamiento inductivo, el
deductivo y el analégico” (pag. 161).

Sin embargo, a pesar de que el plan de estudios reconoce la
importancia del razonamiento matematico en la formacién de los
alumnos de secundaria, no se hace explicito ni en los programas de
estudio, ni en los libros de texto, cémo los profesores lograran

desarrollarlo en el alumno.
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En este sentido, se han desarrollado diferentes investigaciones
encaminadas a hacer un andlisis detenido del razonamiento
matemadtico y a dotar a los profesores de herramientas que les
permitan desarrollar en los alumnos habilidades béasicas como la
observacion, la reflexion, la identificacion, la abstraccion, la validacion

y la inferencia logica.

Por ejemplo, segtin Fabert & Grenier (2011), podemos distinguir
en el dominio cientifico, dos tipos de razonamiento: por induccién y
por deduccion. En el ambito de las ciencias experimentales, el
razonamiento por induccién es suficiente en si mismo si el método
empleado es suficientemente riguroso. En matematicas, el
razonamiento inductivo solo se concibe, en general, como una primera
etapa, que conduce a una conjetura. La demostracién de esta conjetura
se realiza, por un razonamiento deductivo o se invalida por la

produccion de un contraejemplo.

El presente trabajo se inscribe en el marco de una reflexién mas
amplia acerca del razonamiento matematico y de la demostracién en
contexto escolar asumiendo la posiciéon de la pertinencia de su
introduccién en niveles elementales. Especificamente, se pretende
mostrar la factibilidad de la introduccién, en el nivel secundaria, de
una regla de razonamiento matematico: el uso de contraejemplos para

refutar afirmaciones falsas

Algunas investigaciones relativas al razonamiento

matematico y al contraejemplo en la ensefianza

Se han desarrollado diversas investigaciones respecto a la formacion
del razonamiento matematico en estudiantes de diferentes niveles, en
particular los trabajos desarrollados por el grupo de investigaciéon
Logique de la Cll-Lycée en el cual participan investigadores de

los institutos de Investigacion para la Ensefianza de las Matematicas
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(IREM, por sus siglas en francés) de Brest, Grenoble, Marsella,
Montpellier, Paris 7, quienes han realizado estudios acerca de la 16gica
y el razonamiento matematico para la ensefianza en secundaria y
bachillerato.

Al seno de este grupo de investigacién han constatado que no
existe “saber de referencia” para la ensefianza de la logica y del
razonamiento matemadtico en la ensefianza secundaria, ni en los
programas de estudio ni en los libros de texto, lo poco que existe en
ese sentido es muy parcial, confuso y no es muy utilizable por los

profesores, no obstante, Grenier (2015) sostiene que:

e Argumentaciones, razonamientos y pruebas matematicas
deben respetar reglas especificas.

¢ Un enunciado, una conjetura, una hipétesis, una proposiciéon
tienen un estatus y escrituras precisas, contienen a menudo

variables y cuantificadores

En este grupo de investigacion, han realizado trabajos acerca de
la presencia de la implicacién, el trabajo con cuantificadores y las

reglas de inferencia a nivel secundaria (Deloustal & Grenier, 2001).
El contraejemplo

Segun Arsac & Mante (1997), el razonamiento matematico permite
validar o refutar resultados tanto en el ambito cientifico como en el
escolar. Los resultados se validan mediante la demostracién y pueden
ser refutados mediante contraejemplos los cuales también permiten
criticar ~ afirmaciones contenidas en una argumentacion.
Tradicionalmente, estos procedimientos son propios, en mayor
medida de la matematica en el nivel superior y en menor medida en

el nivel medio superior y estdn ausentes en los niveles basicos.

En este sentido, varios investigadores han analizado diferentes

aspectos acerca del papel del contraejemplo en la ensefianza da la
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matematica (Klymchuk, 2009; Yopp, 2013; Locia, 2000; Morales, Locia,
Mederos, Ramirez & Sigarreta, 2018). Al respecto Klymchuk, (2009)
recomienda el uso del contraejemplo como estrategia pedagodgica
para:

e Profundizar en la comprensiéon conceptual

e  Reducir o eliminar errores conceptuales comunes

e  Mejorar las habilidades del pensamiento critico
e Hacer que el aprendizaje sea més activo y creativo

Del mismo modo, un reporte reciente de Rina Zaskis (2018)
muestra que la utilizacién de contraejemplos puede surgir de manera
natural cuando los estudiantes exponen sus argumentos respecto a la

btisqueda de la solucién a un problema.

Todos estos trabajos estan enfocados en la ensefianza de la
matematica del nivel superior. Sin embargo, segin Duvert (1996), es
posible empezar a desarrollar los procesos de validacion y refutacion,
desde etapas muy tempranas lo que contribuye a mejorar los logros
de los estudiantes en este dominio comenzando la iniciacién desde
primero de secundaria (e incluso antes) y graduando maés eficazmente
la ensefianza de las competencias pretendidas, sin olvidar todo lo que

respecta a lazos entre el lenguaje y el razonamiento.

En particular, Duvert propone desarrollar la nocién de

contraejemplo desde el nivel secundaria, por las siguientes razones:

¢ Es una “entrada” posible para dar més sentido a la demostracién
matemadtica: se puede decir en efecto que una conjetura sera
valida cuando se esté seguro de que no tiene contraejemplos; es
el caracter fastidioso de la busqueda de todas las posibilidades lo
que puede hacer captar la utilidad de la demostracién en el
sentido clasico del término.

¢ Es una buena ocasién de puntualizar las diferencias entre el

razonamiento matematico y la “l6gica comtn”: en efecto, en la
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vida cotidiana, el hecho de tener un contraejemplo no es
suficiente, en general, para probar que una afirmacion es falsa: lo
testimonia la expresion bien conocida “es la excepcién que
confirma la regla”.

ela nocién de contraejemplo se presta bien a un trabajo
interdisciplinario.

e Es una nocién que los alumnos asimilan de una manera
relativamente fécil, o, al menos, relativamente rapido. Atn mas,
hace falta (como en todo el resto) trabajar en ello especificamente
y guardar en la mente que no es tan evidente para un cierto

numero de alumnos.
Objetivo

Este trabajo se orienta a la aportacion de elementos para introducir, en
el contexto escolar, la utilizacién de contraejemplos en la ensefianza
de la matematica en el nivel secundaria. Compartimos la hipétesis de
Duvert en el sentido de que es posible introducir la nocién de

contraejemplo en este nivel.

Nuestro objetivo es: disefiar e implementar una secuencia de
aprendizaje que propicie el uso de los contraejemplos por parte de los

estudiantes de secundaria.

De manera mds amplia, se trata de familiarizar a los estudiantes
de secundaria con ciertas reglas del razonamiento matematico como

las siguientes:

e un enunciado es o bien verdadero o bien es falso; un
contraejemplo es suficiente para invalidar un enunciado;
e muchos ejemplos que verifican un enunciado no son

suficientes para probar que es verdadero;
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e para debatir nos apoyamos sobre un cierto ndmero de
propiedades o definiciones claramente enunciadas sobre las
cuales nos hemos puesto previamente de acuerdo;

¢ una constatacion sobre un dibujo no es suficiente para probar

que un enunciado de geometria es verdadero.

Consideramos que, en secundaria, como en otros niveles, es
posible encontrar afirmaciones falsas que los estudiantes consideran
verdaderas, cuya falsedad puede ponerse en evidencia con un
contraejemplo. Nos referimos a situaciones que se presentan a
menudo en el proceso ensefianza-aprendizaje de las matemaéticas. A
continuacion, se enlistan 5 afirmaciones, que de hecho son falsas y un
contraejemplo permite probarlo.

Los ntimeros que terminan en 3 son ntimeros primos

Un ntimero cuya suma de las cifras es divisible por 7, es divisible por 7.
2% = 2000

Si; 1 =1y 2% =4 entonces 3% =9.

Si; n? =9, entonces n = 3.

No existen nimeros consecutivos a, b, c tales que: a? + b? = c? (esta es
una de las afirmaciones que se trata en la secuencia didéctica).

Elementos teodricos

Teoria de situaciones diddcticas

De acuerdo con Brousseau (1986) dentro de esta teorfa el alumno
aprende adaptindose a un medio que es factor de obstaculos y
desequilibrios, de tal manera que cuando el alumno logra superar
dichos obstaculos es cuando se apropia del conocimiento en juego, y
es el profesor quien debe de facilitar el medio para que el alumno
consiga superar los obstaculos. Ahora bien, con respecto a las
situaciones a-diddcticas, en Maldonado, Rodriguez y Santana (2009)
se definen como las interacciones del alumno con el medio de

aprendizaje y las describe de la siguiente manera:
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Situacion de Accién: Es cuando el alumno se enfrenta al
problema y trata de buscar solucién a este sin la intervencién del
maestro. El problema que se le plantea debe despertar el interés en el
alumno, el tipo de pregunta debe estar bien formulada, de tal manera

que provoque en €l algin esfuerzo para resolverla.

Situacion de Formulacién: ElI alumno comunica las
formulaciones resultado de las acciones realizadas sobre el medio, de
tal manera que se enfrente con las formulaciones de sus comparieros,
es en esta etapa donde se puede presentar el debate cientifico que,
segin Navarrete (2008), es una estrategia didactica propiciadora del

uso del contraejemplo en el aula.

Situacién de Validacién: Es donde el alumno después de haber
comunicado sus formulaciones demuestra la pertinencia de ellas y se
discute con el profesor sobre el trabajo realizado para verificar si es
correcto, cuando el alumno pone en comun sus ideas conclusiones o
conjeturas, es natural que el resto de la clase haga indagaciones
respecto a lo que se expone, esto naturalmente pondrd las

conclusiones en el filtro del contraejemplo.

Situacion de institucionalizacion: en la cual el profesor
interviene con el fin de que los alumnos asuman la significacion
socialmente establecida del saber en juego que ha sido construido por

ellos en las situaciones de accién, formulacién y validacion.

El debate cientifico en cursos de matemdticas

Legrand (1996) observa la teoria de situaciones didacticas y detecta
que la resolucién de ejercicios y problemas no siempre es suficiente
para que el alumno asimile la teorfa matematica, (Navarrete, 2008) y
propone lo que él llama “el debate cientifico en cursos de
matematicas” como una estrategia para transformar el aula en una

mini-comunidad cientifica (Brousseau, 1986) donde el alumno-
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matematico pueda exigir la produccién de contraejemplos precisos y
proporcionar argumentos reconocidos por todos. El objetivo de un
debate es plantear, exponer y conocer diferentes posturas y
argumentaciones sobre un tema, con la finalidad de que pueda
llegarse a una conclusién. En este sentido, los debates deben ser

plurales.

El profesor que pone en practica esta técnica para abordar un
tema en la clase de matemadticas, deberd tomar sus precauciones,
siendo cuidadoso a la hora de intervenir, asi como mesurado al
momento de validar los argumentos propuestos por una parte del
grupo que sostiene el debate, esto con el fin de no dejar que se distinga
algtn tipo de preferencia respecto a los debatientes, ya que de ser asi
sin duda se anula 0 menguan las ganas de seguir buscando recursos

para “ganar el debate”.

Consideraciones metodoldgicas

Para llevar a cabo nuestro objetivo, realizamos las siguientes

actividades:

¢ Revision de trabajos de investigaciéon relativos al razonamiento
matematico en el contexto escolar

¢ Revisién de los programas de matemaéticas y de los libros de texto de
secundaria, para identificar las partes del curso, susceptibles de
introducir situaciones de aprendizaje en los que el contraejemplo juegue
un papel importante.

¢ Diseo de las situaciones de aprendizaje.

Implementacién de una secuencia didéctica
Elaboracién de la secuencia de aprendizaje

Para la elaboracién de la secuencia se eligié el tema; ternas
pitagdricas. Aunque no es un contenido del plan de estudios, las
ternas pitagoricas permiten construir el teorema de Pitdgoras desde
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un trabajo puramente aritmético. La secuencia debe contener los
elementos necesarios para que los estudiantes pongan en juego su
razonamiento matemaético y que haga posible la argumentacion de los
alumnos pero que en la argumentaciéon se propicie el uso de

contraejemplos.

La situacién de aprendizaje consiste en una serie de actividades
organizadas con la estructura de las situaciones didacticas de Guy
Brousseau (1986), donde los estudiantes resuelven actividades
referentes al contenido matemaético seleccionado. Se espera que haya
conjeturas suficientes para debatir, presentando argumentos a favor o
en contra de cada conjetura y el contraejemplo sera la herramienta

fundamental para que dichas conjeturas sean validadas o refutadas.
Primera exploracion de la secuencia de aprendizaje

Participantes y contexto

Nos ubicamos en la escuela secundaria “Nifio artillero” en una
zona suburbana de la ciudad de Acapulco Gro. México, con un cierto
grado de marginacién, debido a que los servicios ptblicos como luz,
agua, drenaje y pavimentacion no son del todo eficientes sumado a
que las familias de donde provienen los estudiantes son en su mayoria

de escasos recursos.

El grupo destinado a desarrollar la secuencia es el 3° “C” el cual
estd conformado por 27 alumnos. Una estancia de tres meses realizada
con ellos, nos permitié darnos cuenta de que un gran porcentaje llega
al tercer grado con un rezago notable en matematicas, debido a que:

¢ Se les dificulta realizar calculos mentales.
¢ No recuerdan las tablas de multiplicar.

¢ Presentan dificultades con el algoritmo de la multiplicacién y la

division.
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Cronograma de actividades respecto a la secuencia

La actividad es implementada los dias 03 y 04 de diciembre del
2019 como se resume en la Tabla 1.

Tabla 1:
Puesta en escena

Dia y horario Actividad

.. Viaje a las estrellas:
03 de diciembre: . .
. . 1.-Nameros figurados triangulares y cuadrados.
07:30-09:10 am. ) ,
2.-Numeros naturales y nimeros cuadrados.
. .| 3.- Exploracion en la tabla de nimeros cuadrados para encontrar
04 de diciembre:

. . ternas.
10:30 am.-12:00 4.-Formulacion de conjeturas para generar ternas pitagoricas.

Recoleccion de datos y su andlisis

La recoleccion de datos se hizo mediante grabacién de video y las
producciones escritas de los seis equipos de estudiantes que se
formaron para desarrollar las actividades.

Figura 1.

El profesor explica el modo de trabajo en que se deben desarrollar las actividades
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Resultados de la aplicacion del disefio de aprendizaje

“Descubriendo maravillas matematicas”

Se reporta solo parte de las producciones del equipo 1 y algunas
comparaciones con los demés equipos utilizando las abreviaciones;
expectativa (Ex.), respuesta obtenida (R.) y observaciones (Obs.).

1. Dibujen los siguientes 3 niimeros triangulares (utilizando puntos) y
escriban los valores numéricos que faltan.

Ex. Se espera que se guien por la forma triangular del arreglo de estrellas y que sus

dibujos tengan forma triangular permitiéndoles observar un patrén numérico.

R: Sélo para el primer término siguieron el patrén geométrico, para el segundo y el
tercer término pusieron primero los valores numéricos y después rellenaron con

las estrellas necesarias el espacio donde debia ser dibujada la figura triangular.

Obs. Para esta primera actividad, se orientan mas por la idea numeérica que por ordenar

las estrellas (puntos) en forma triangular.

Los valores numéricos son correctos.

Figura 2.

La primera hoja del material de trabajo muestra la produccion del equipo 1

1 Dt S e G mergho e s

€ ( Cowen 9ue e usde Sater o vaKor mumancD Sul W 47 31007
(Por o?

0} Cmacrian cor w palatems = pat Sars doamrer a3 e Tag

2. Compieten s sipimie Uis Suants ke mimercs Cusbmion G e
(vt puren:

Fgwa

[
|

| | 3.3) PSSP
7121 e |
b |

36

Reflexiones sobre la priactica docente de matematicas Vol 1



Bernardo Ndjera Alday - Edgardo Locia Espinoza

2.- Observen las columnas de la siguiente tabla y escriban algunas
caracteristicas que crean relevantes.
Figura. 3:

Tabla pensada para que los algunos observen patrones

Numeros naturales
112 (3|4 |5]|6 |7 |8 ]9 |10
11121314 15] 16|17 ] 18]19] 20
2122|2324 |25|26|27|28]|29]|30
31(32(33[34[35]36[37]38[39]40
41| 42| 43|44 | 45| 46| 47 | 48 | 49 | 50
51|52 |53|54|55|56|57]|58|59|60
61]62|63|64]65|66|67]68]69]70
71| 72| 73|74 | 75| 76| 77|78 |79 |80
81|82|83|84|85|86|87|88]|89|90
9192 |93|94|95|96|97|98|99] 100

Ex. Se espera que los estudiantes noten que cada nimero de la columna termina con la

misma unidad que comienza en la primera fila.
R. que van en nimeros de uno en uno, las columnas van siguiendo un orden.

Obs. Los alumnos observan un orden, pero no lo describen completamente

a) Observen la tabla anterior y encuentren tres nimeros consecutivos de tal

modo que el mayor de ellos es igual a la suma de los dos menores.

Ex.1,2,3
R.1,2,3 porque la suma de 1+2=3

Obs. Todos los equipos llegan a la respuesta esperada, mas aun, justifican su respuesta,

en esta actividad se suscita un caso particular que méas adelante se relata.

b) ;Creen que existen otros tres miimeros que satisfacen las condiciones
anteriores? ; Por qué?
Ex. Se espera que conteste de forma natural: Si, porque hay muchos ntimeros.
R. No, cuando se suman se hacen mas grandes.
R. equipo 4: No, porque al momento de sumarlos se pasan.

Obs. Todos los equipos corroboran que no hay mas ternas y lo justifican, sin embargo,
les tomo unos minutos llegar a esa conclusién, NO contestaron de forma natural
si no que la pregunta detoné una reflexién para no contestar ligeramente.

37

@

Reflexiones sobre la practica docente de matematicas Vol 1



El uso del contraejemplo como estrategia para el desarrollo del razonamiento légico-matemtico ...

@ s

c) Escriban una expresion matemdtica que represente la situacion del inciso
a) puede ser una ecuacion.

Ex.x+(x+1)=x+2
d2x=x+2-1
2>2x—x=1
2>x=1
R: Si x=1 entonces x+1=2 y x+2=3, por lo tanto, los nimeros buscados son 1,2, 3 y se
comprueba que 1+2=3.

Obs. Los equipos no formularon la ecuacion, algunos no recuerdan que es una ecuacion.

d) Comparen sus respuestas con otro equipo y contesten

Ex. Se espera que contrasten lo que pensaban sobre si habia mas ternas y que mediante
la solucién de la ecuacién lograran corroborar que no hay mas.

Obs. No compararon sus respuestas debido a que son6 el timbre y todos tenian prisa
por salir de la clase.

e) ¢ Cudntas soluciones tiene la ecuacion que resolvieron?

Ex. Solo una.
R: Muchas.

Obs. Tal parece que los equipos no tienen en claro la definicién requerida de ecuacién
de primer grado.

f) ¢ Piensan que la ecuacion que resolvieron puede tener mds soluciones?

Ex. No porque una ecuacién de primer grado con una incégnita solo tiene una solucion.

R.Si

Obs. Los equipos 5 y 3 no contestan, mientras que los equipos 1,2, 4 y 6 contestan que
si. Nuevamente no recuerdan la definicién.

g) Escriban una conclusion respecto a lo que contestaron en el inciso b) y lo
que comprobaron en el c)

Ex. Primero se pensaba que podfa haber mas terna de ntimeros consecutivos que

cumplieran que el mayor era la suma de los dos menores, pero al resolver la
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ecuacién nos dimos cuenta de que no es asi y que solo 1,2 y 3 satisfacen las dos

condiciones.
R. Ya no hay

Obs. Solo los equipos 1y 4 contestaron y coinciden que la solucién es tinica

Un caso particular

Nos interesamos en este caso, puesto que evidentemente se presenta
el contraejemplo como una particula de conocimiento que detona de
alguna manera natural un nuevo tipo de razonamiento y que una

estudiante emplea para aleccionar a un par.

La situacién comienza cuando Gabriel del equipo 2, menciona
que no comprende la instruccién 1.a) (Observen la tabla anterior y
encuentren tres niimeros consecutivos de tal modo que el mayor de ellos es
igual a la suma de los dos menores.) del apartado nimeros naturales y
numeros cuadrados por lo que se genera el siguiente didlogo.

[Gabriel]- Profe, no le entiendo, esta dificil

[Bernardo]- ;Dénde?

[Gabriel]- Aqui, (sefalando la instruccién 1. a) del apartado
Numeros naturales y niimeros cuadrados)

[Bernardo]-Lee otra vez, pero con calma.

[Gabriel]- ;Podemos preguntar?

[Bernardo]. Adelante

- Gabriel y Sandra, se levantan y se dirigen hacia el equipo 1, con
Gladis.

[Sandra]- Gladis explicame aqui, (Sandra sefiala la instruccion)

[Gladis]- Mira, vamos a leer: 1. a) Observen la tabla anterior y encuentren tres
nimeros consecutivos de tal modo que el mayor de ellos es igual a la suma
de los dos menores.

[Gladis]-Por ejemplo: fijate en el 51, 52 y 53.

[Sandra]- aja

[Gladis]- ;son consecutivos?, si jverdad?, pero si sumas 51 mas 52 no te resulta
53 ;verdad?

[Sandra]- jNO!

[Gladis]-Ya viste, entonces estos tres nimeros no son.

[Sandra]- ; Como?, ;cémo?

[Gladis]- Si, mira, vuelve a leer

[Sandra]- 1. a) Observen la tabla anterior y encuentren tres ndmeros
consecutivos...

[Gladis]- fijate, deben ser consecutivos, o sea seguidos, lee...
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[Sandra]- de tal modo que el mayor de ellos es igual a la suma de los dos menores.

[Gladis]- quiere decir que si sumas los mas chicos te debe salir el mas grande

[Gladis]-Fijate otra vez: 23,24 y 25 son consecutivos, pero 23 mas 24 no dan 25,
entonces estos tres no son.

[Sandra]- jAh!... y ;si hay?

[Gladis]- Si! Buscale

[Sandra]- Sale

-Sandra y Gabriel se retiran a su lugar y hallan la respuesta en un tiempo breve.

Hasta este punto las actividades de la secuencia se pudieron
desarrollar de manera regular y en adelante el grupo perdio6 el interés
un tanto por la dificultad y otro porque se aproximaban las vacaciones
de diciembre y tenian esas inquietudes mas que estudiar.

Sin embargo, con la experiencia y los resultados tenemos
elementos para retomar la actividad en el apartado que consideramos
fundamental para observar la formulacién de conjeturas y
consecuentemente contraejemplos que permitan refutarlas.

Figura 4.

El equipo 2 pudo resolver el inciso 1. a) gracias al apoyo que le dio el equipo 1

Secuencia redisefiada

Para una segunda exploracion se consideran las siguientes actividades
1.- Completen la tabla de nimeros cuadrados y resuelvan las

cuestiones.

as
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a) Con colores diferentes, hagan marcas a las caracteristicas que noten

en los niimeros de la tabla y escriban algunas conclusiones.

Figura 5.

Tabla de niimeros cuadrados para que los estudiantes notes patrones y formulen conjeturas

Numeros cuadrados
1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
121 144 | 169 | 196 | 225 | 256 | 289 | 324 | 361 | 400
441 | 484 576 729 841 | 900
1024 1156 | 1225 | 1296 | 1369 1521 | 1600
1764 1936 | 2025 | 2116 | 2209 2401 | 2500
2704 | 2809 | 2916 3249 3481 | 3600
3721 3969 | 4096 4489 | 4624 4900
5041 5329 5929 | 6084 6400
6561 | 6724 | 6889 7744
8281 | 8464 | 8649 | 8836 | 9025 | 9216 9604 | 9801

Ex. Se espera que noten patrones como; en la columna 1 todos los nimeros terminan en

1, en la columna 2, terminan en 4, en la columna 3 terminan en 9 etc...
a) ldentifiquen en la tabla de niimeros cuadrados, tres niimeros, tales que el
mayor resulta al sumar los otros dos.
Ex. Se espera que realicen la biisqueda y que al hallar una terna piensen que no hay
mas, como paso en la tabla de nimeros naturales de la primera exploracion.
b) ;Cudles son esos tres niimeros? Justifiquen su respuesta
Ex.9,16,25 y porque 9+16=25, --- 36,64,100 puede ser otra respuesta.
¢) ;Cudles son las raices de esos tres niimeros?

Ex.3,4,5, 0 6,8,10 se espera que noten que los primeros son nimeros consecutivos y los

otros son mdltiplos de los primeros.
d) ; Creen que hay mds ternas de ese tipo? ;Por qué?
Ex. Se espera que por lo menos un equipo crea que si hay mas ternas y los otros que no.

e) ;Qué caracteristicas deben cumplir las raices de este tipo de ternas

numéricas?
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Ex. Son nimeros consecutivos, son multiplos de 3,4,5, son dos impares y uno par, los

tres son pares...

Obs. El profesor debe motivar a que a lo menos un equipo encuentre mas de una terna

u otra diferente

f) Comparen sus respuestas con otro equipo y escriban sus conclusiones
ademds tomen acuerdos para designar un nombre a este tipo de ternas
numéricas.

Ex. Se llaman “ternas cuadradas” y podemos ver que hay mas de una, sus raices son

consecutivas en un caso casos.

Obs. Para poder instaurar el debate, acerca de las caracteristicas de los niimeros en
cuestion es necesario que se hayan encontrado ternas diferentes en el inciso

anterior. En el transcurso del debate el profesor propone sistematizar la busqueda

con la siguiente actividad.

2.- Definan una regla para encontrar ternas y elaboren una tabla con

todas las ternas que hallen con esa regla.

Ex. Estrategia 1:las ternas estan definidas por multiplos de la terna (3,4,5)

Terna Raices
(9,16,25) (3.4,5)
(36,64,100) (6,8,10)
(81,144,225) 9,12,15)
(144,256,400) (12,16,20)

Estrategia 2: las ternas estan definidas por dos impares y uno par.

Terna Raices
9,16,25) (3.45)
(81,144,225) (9,12,15)
(25,144,169) (5,12,13)

Estrategia 3: las ternas estan definidas por multiplos de la terna (6,8,10)

Terna Raices
(36,64,100) (6,8,10)
(144,256,400) (12,16,20)
(324,576,900) (18,24,30)

Obs. Las afirmaciones y enunciados que puedan surgir al intentar describir las ternas
podrén ser refutadas con un contraejemplo porque de hecho la regla no es nada
trivial y el grupo debe estar atento para criticar en el mejor sentido el trabajo de sus
companeros
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En resumen, el trabajo con las ternas pitagoéricas se haré en las

siguientes etapas:

L

Una etapa de busqueda de ternas pitagéricas cuyos términos se
encuentren entre 1y 100. Para ello se construye una tabla con los
primeros cien ndmeros naturales elevados al cuadrado y se
procede por ensayo y error. Los estudiantes pueden utilizar una
calculadora o generar estrategias como por ejemplo, el hecho de
que los cuadrados de estos niimeros solo terminan en0, 1,4, 56 o
9, por lo que, una vez tomados dos ntimeros de la tabla se suman
sus respectivos altimos digitos, si no resulta un digito de la lista la
pareja es desechada pues con seguridad no serd un cuadrado
perfecto. En otro caso, se completa la suma para comprobar si es
un cuadrado perfecto. En caso de que si, se tiene una terna
pitagorica.
Una vez que se han encontrado todas las ternas pitagoricas en este
intervalo, se busca clasificarlas segtin sus propiedades dando lugar
a conjeturas como las siguientes:

¢ Algunas de ellas seran maltiplos de otras

¢ Algunas estaran compuestas de 3 nameros pares

¢ Algunas estaran compuestas de dos impares y uno par

¢ Algunas tendran al menos dos ndmeros naturales consecutivos

(en particular, los dos tltimos).
¢ Con cada niimero primo mayor que 2, se puede iniciar una terna
pitagorica.
¢ Con cada nimero impar se puede iniciar una terna pitagorica, la

cual puede expresarse de manera algebraica como (2k + 1, 2k? +
2k,2k? + 2k + 1) con k € N.

Estas reglas generales o conjeturas sobre las ternas pitagoéricas

podran ser sujetas a la critica mediante contrajemplos pues se

garantiza que en la tabla hay un buen ndmero de ejemplos y

contraejemplos a los cuales los estudiantes pueden recurrir al
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momento de criticar o defender sus posiciones sobre una determinada

afirmacion.

Corresponde al profesor la institucionalizaciéon del
conocimiento, si las condiciones lo permiten, se puede intentar
construir la féormula general para obtener ternas pitagoricas:(m? —
n?%,2mn, m? + n?) con m,n € N y por supuesto se debe aterrizar el
nuevo conocimiento como un caso particular del llamado teorema de

Pitagoras.

Conclusiones

Con la primera exploracién que se realiz6 se pudieron obtener indicios
de que los alumnos de secundaria si son capaces de formular
contraejemplos no obstante hay limitantes que impidieron la
culminacion del disefio, en cambio ganamos experiencia con la que
hemos tomado medidas para asegurar el nivel de partida y poner en
préactica los elementos necesarios del debate cientifico en la clase de
matematicas. La nueva secuencia, enfatiza mas el trabajo con las ternas
pitagoéricas y la produccion de conjeturas por parte de los estudiantes,
algunas de las cuales podran ser ilustradas con ejemplos o criticadas
con contraejemplos, los cuales podréan ser tomados de la lista de ternas
generada en la actividad. Es claro que la conduccién que haga el
profesor de la sesion sera crucial para lograr el objetivo del presente

trabajo.
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La investigacién internacional en las tltimas décadas ha mostrado
interés en la préctica profesional del docente, particularmente se ha
centrado ampliamente al estudio de la construccién de trayectorias
hipotéticas de aprendizaje (THA) en el aula. En este sentido, las
trayectorias hipotéticas de aprendizaje proporcionan un marco
conceptual a profesores, alo hora de disefiar su planeacion didéctica
en el contexto de la clase. El objetivo de este trabajo es construir una
THA y evaluar su desarrollo en la comprensién de la generalizacién
de patrones. Los datos del estudio proceden de sesiones de
matematicas en un aula de Educacién Secundaria (12-15 anos). Los
resultados muestran que los alumnos utilizan argumentos que
forman parte del sentido numeérico, sin lograr representar

algebraicamente la generalizacion de patrones.

Palabras Clave: Trayectoria de aprendizaje, generalizacién de

patrones, pensamiento algebraico, practica profesional.

Introducciéon

Los contenidos que se estudian en la Educacién Secundaria se han

organizado en tres ejes tematicos: sentido numérico y pensamiento

5 Joachin, I. y Nolasco, H. (2020). Estudio sobre el proceso de la argumentacién matemética
en el Bachillerato: El caso de la Semejanza. En M. Méndez, M. Ferrari & N. Marquina (Eds.)
Reflexiones sobre la practica docente de matemdticas Vol 1 (pp. 47-70). Facultad de Matematicas,
UAGro. Acapulco, Gro., México.
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algebraico; forma, espacio y medida y, manejo de la informacion. El
tema de “patrones y ecuaciones” que nos ocupa estd ubicado en el
Bloque IV de tercer grado, y es parte del eje Sentido numérico y
pensamiento algebraico (SEP, 2011).

Los contenidos de sucesiones y patrones tienen como objetivo
que el alumno obtenga una expresién general cuadratica para definir
el enésimo término de una sucesién. Asi mismo se espera que el
alumno aprenda a utilizar en casos sencillos expresiones generales
cuadraticas para definir cualquier término arbitrario de una sucesién.
Las competencias matematicas que se favorecen son: resolver
problemas de manera auténoma, comunicar informacion matematica,
validar procedimientos y resultados; y manejar técnicas
eficientemente.

Por otra parte, las recomendaciones didacticas para el profesor
en relaciéon con la ensefanza de "sucesiones numeéricas" es que en
primera instancia proponga situaciones sencillas, a partir de
sucesiones de ndmeros y figuras para que los alumnos puedan
encontrar regularidades o patrones y después que puedan hallar
algunos de los términos (por ejemplo, Figura 1).

Figura 1:

Ejemplo de situacion sencilla

T —

I |

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Nota: Extraido del libro de texto, Matematicas 2 (Trigueros et al, 2016)

Consecuentemente, en el libro de texto del alumno, en el inicio
del bloque IV, del tema Patrones y ecuaciones, cuyo subtema de la
secuencia 1 es Sucesiones numéricas y figurativas, localizamos el

contenido matematico que nos interesa; en el cual se propone que el
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profesor presente sucesiones figurativas para despertar el interés.
Como resultado del estudio de este bloque tematico se espera que los
alumnos al final del tema puedan determinar una expresiéon general
cuadrética, para definir el enésimo término en sucesiones numéricas
y figurativas utilizando el método de diferencias. Las actividades que
se proponen para el contenido que nos ocupa estan orientadas en esa
direccion y propésito (Figura 2).

Figura 2:

Ejemplo de expresion general cuadrdtica

“ % v P

Nota: Extraido del libro Matematicas 2 (Trigueros et al, 2016, p. 170)

Como principio, les dan la expresion algebraica y a partir de ella
se construyen los primeros términos que se concentran en una tabla,
esa expresion le serviria para después encontrar el lugar que ocupa en
la sucesién, cuando el tnico dato que tienen es el nimero de la serie o
bien el lugar.

Otro aspecto que los estudiantes podran representar
algebraicamente es la sucesion con figuras, en el siguiente caso con
tridngulos afiadidos, para ello se construyen los primeros tres
tridngulos, a partir del cual se afiade su base hacia la derecha y su
altura hacia arriba como se ve en la Figura 3.

Figura 3:

Sucesién de figuras

Nota; Extraido del libro de texto, Matematicas 2, (Trigueros et al, 2016, p. 175)
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Asi mismo, se les plantea una tabla que relaciona dos variables,
“racimo” y “cantidad de uvas”, donde el uso del método de las
diferencias es importante para lograr resolver el problema, y a la vez
el alumno ensayard el método. Ademas de un ultimo ejercicio,
apoyado de una grafica en el que de igual forma se echa mano del
método para obtener una ecuacién (ver figura 4).

Figura 4:

Relacion de variables contrastado con el método de las diferencias

Con esto se pretende que el alumno, para dar respuestas a los
cuestionamientos que se le plantean, se debe de auxiliar de una tabla
numeérica que se les da, en la que se tendréd que realizar una grafica
que permitan interpretar el fenémeno y a partir del método de las
primeras diferencias construir una ecuacién. El fenémeno propuesto
les permite transitar por 3 tipos de representaciones: de las tablas
numéricas a la representacion grafica y de ésta, a la notacion

algebraica.

En cuanto a las trayectorias hipotéticas de aprendizaje, se
perciben dos usos claramente diferenciados: como herramienta de
investigacion y como herramienta para la planificacién. El trabajo de
Steffe (2003), centran su atencién en la construccion e interpretacion
de fracciones proporcionales por dos nifios; Lesh y Yoon (2004) y
Clements, Wilson y Sarama (2004) son trabajos esencialmente de
investigaciéon en los que se explora la trayectoria hipotética de
aprendizaje para temas concretos. Consecuentemente, los trabajos de

Gravemeijer (2004) y, Simon y Tzur (2004), aunque exploran también
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trayectorias hipotéticas de aprendizaje, se preocupan con mayor
énfasis por su uso en la planificacién del profesor.

Asi en etapas tempranas, Clements y Sarama (2010) parten del
hecho de que la planificacién de la ensefianza deberia guiarse por los
objetivos de aprendizaje que se quieren alcanzar; sugiriendo como
resultado que en la planificaciéon de la ensefianza se pueden establecer
cuatro preguntas directrices : ;Cudles objetivos se deben establecer?,
(por déonde comenzar?, ;como sabemos donde ir después? coémo

podemos llegar ahi?.

Por ejemplo, Burgués y Gimenez (2006) desarrollan un trabajo
de trayectorias hipotéticas de formaciéon inicial (Trhifi), donde
reinterpretan y conciben la THA como un instrumento para el analisis
del desarrollo profesional en la formacién de futuros docentes de
primaria; dicha investigacién se desarroll6 por medio del estudio de
caso. En tal se encontré que el conjunto de las trayectorias hipotéticas
de formacién inicial pueden ser organizadas en macrociclos y

microciclos.

En este sentido, Gomez y Lupianez (2005) en su trabajo
“Trayectorias hipotéticas de aprendizaje en la formacién inicial de
profesores de matematicas de secundaria” tiene como fin identificar
las diferentes interpretaciones de la nocién de trayectoria en
profesores en formacion a partir de indagar en relacion hay entre la
actividad diaria del profesor y la nocién de trayectoria hipotética de
aprendizaje; asi como también parte del andlisis de las capacidades
que debe tener el profesor para ser capaz de reinterpretar, como en el
hecho, de desarrollar e incidir en esas capacidades en profesores en

formacion.

En una investigacién posterior, Gémez et al. (2014) aborda los
caminos de aprendizaje en la formacion de profesores de matematicas,

en la que pretende identificar la manera en la que profesor aborda la
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planificacién de la ensefianza de los objetivos, tareas y evaluacién de
clase; con el fin de proponer un concepto pedagdégico, los caminos de
aprendizaje de una tarea, con el que es posible caracterizar un objetivo
de aprendizaje y, al hacerlo, establecer cémo una tarea contribuye a
ese objetivo de aprendizaje y a evaluar la actuacion de escolares
durante la instruccién. Con esto introduce los conceptos de grafo de

un objetivo y el de, secuencia de capacidades y errores.

Por su parte Martinez, Torregrosa y Llinares (2015) centran su
trabajo en una propuestas de ensefianza centradas en una trayectoria
de aprendizaje de un contenido matematico usando materiales
didécticos; partiendo de dos preguntas: ;cudl es el conocimiento
pertinente que debe conocer el maestro? y ;cudles deberfan ser los
contextos en los que los estudiantes para profesor puedan aprender a
usar este conocimiento en la resolucién de problemas profesionales?.
En su investigaciéon concluyen que el disefio de actividades de
aprendizaje que proponen a los estudiantes para profesor, refleja una
manera de entender el aprendizaje y el desarrollo de destrezas para
seguir aprendiendo desde su propia practica, como una manifestaciéon
del desarrollo de lo que podemos considerar como competencia
docente.

Marco Teérico o Conceptual

Begle et al (1980) opinan que la investigacién ha de estar inspirada
tanto en la realidad escolar y en los aspectos teéricos; ademas afiaden
que girard en torno a una variedad de objetivos. Se considera el
constructo teérico de trayectoria de aprendizaje, las progresiones de
desarrollo, un modelo de reflexién.

Trayectoria hipotética de aprendizaje

Dada la necesidad de conciliar el trabajo de investigacion y la practica

docente, Simon (1995) introduce su modelo de ciclo de ensefianza, el
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cual era su propuesta para reconstruir la pedagogia de las
matemadticas desde una perspectiva constructivista y conciliar la
visién constructivista del aprendizaje, que requiere que la instrucciéon
tenga en cuenta y se adapte a las actuaciones de los escolares; dentro
de este ciclo se encuentra inherente el elemento de Trayectoria
Hipotética de Aprendizaje (THA).

Se puede enfatizar que en las trayectorias de aprendizaje, se
identificaran los procesos presentes en la actividad matematica, como
son la resolucién y planteamiento de problemas innovadores, el
razonamiento, el lenguaje y la comunicacién, la ejercitacion de

procedimientos, entre otros.

La THA brinda una descripcién de los elementos clave para la
planeacién y ejecucion de clases de matemadticas. Aunado a esto,
Simon (1995) caracteriza los componentes de una THA, la cual se basa
en los objetivos de aprendizaje propuestos para los estudiantes, los
cuales vienen incluidos en el curriculo de educacion; de las tareas
matematicas que se elaboran o en las sugerencias didacticas, que van
acorde a los aprendizajes esperados; y finalmente, las hipétesis que
tiene el profesor acerca de los procesos de aprendizaje de los
estudiantes, las cuales estan en funcién de los estilos de aprendizaje

y de los contenidos (ver figura 5).

Desde el sentido del proceso de ensefianza aprendizaje Clements
y Sarama (2009) afirma que el constructo teérico trayectoria de
aprendizaje puede entenderse cémo un camino hipotético por el que
los estudiantes de educacién primaria pueden progresar en su

aprendizaje de un tépico matematico concreto.

Asi podemos mencionar que un propdésito la THA es establecer
una predicciéon sobre cémo los alumnos pueden aprender un
contenido de matematicas, en funcioén de sus conocimientos previos y

en relacién con las tareas aplicadas de manera que se produzca el
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aprendizaje de forma eficaz; lo cual el profesor desarrolla de manera
intuitiva en cada sesion de clase.
Figura 5:

Ciclo de la ensefianza de las matemdticas abreviado

Trayectoria
Conocimiento hipotética de
del profesor aprendizaje
A Objetivo de
aprendizaje del
profesor

v

Plan del profesor
para actividades
de aprendizaje

t

Hipotesis del
profesor sobre el
proceso de
aprendizaje

y

_ Constitucién
e — interactiva de las
‘Evaluacién del ™\ actividades de aula
conocimiento de
los estudiantes  /
S/

Nota: Tomado de Simon, (1995, p. 136)

En cuanto a los objetivos de aprendizaje del profesor Gémez et
al. (2014) apuntan que un objetivo de aprendizaje expresa expectativas
que involucran conexiones entre los conceptos y procedimientos del
tema matematico, los sistemas de representacion en que se
representan y los fenémenos que organiza. (p. 325). Aunque viene a
bien mencionar que, los objetivos de aprendizaje suelen formularse en
frases sintéticas cuyo significado parece evidente (Lupiafiez, 2009). Se
puede concluir que los objetivos de aprendizaje de la trayectoria
vienen dados en funcién de los ejes y temas del plan y programa de
estudio (SEP, 2011).
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Para Simon y Tzur (2004) la construccién de una trayectoria de
aprendizaje se basa en cuatro supuestos: primero, la generacién de un
THA se basa en la comprensiéon del conocimiento actual de los
alumnos involucrados; segundo, una THA es un vehiculo para
planificar el aprendizaje de conceptos matematicos particulares;
tercero, las tareas matematicas proporcionan herramientas para
promover el aprendizaje de los particulares. Y finalmente, los
conceptos matematicos son, por lo tanto, una parte clave del proceso
de instruccién, debido a la naturaleza hipotética e inherentemente
incierta de este proceso; por tal motivo el maestro participa

regularmente en la modificaciéon de la THA.

Algunas investigaciones con profesores en formacién han
constatado que la introduccién de trayectorias hipotéticas de
aprendizaje mejora sus habilidades para usar el pensamiento de los
escolares (Clements, Sarama, Spitler, Lange y Wolfe, 2011). Se puede
afiadir que tales trabajos guian las decisiones de instruccién (Wilson,
2009); y mejora su conocimiento del contenido matematico,
proporciona mejores modelos del pensamiento del escolar y facilita la

incorporacién de estos modelos en la ensefianza (Corcoran et al.,
2009).

La importancia de las trayectorias de aprendizaje radica, desde
la visién de Zapatera (2018), en que éstas permiten diagnosticar la
comprension de los estudiantes y describir el progreso en términos de
crecimiento a través de niveles, proporcionan un feedback para los
maestros y mejoran la ensefianza y el aprendizaje de los estudiantes
mediante la adaptacion de la instruccién a lo que el estudiante necesita

con el fin de progresar hacia el objetivo del aprendizaje.
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Generalizacién de patrones

La generalizaciéon es uno de los procesos cognitivos mas
importantes del quehacer matematico, esta consiste en pasar del
examen de un objeto o de un conjunto limitado de objetos al examen
de un conjunto mas extenso que lo incluya. Reafirmando esta nocién
Mason, Burton y Stacey (1992) menciona que las generalizaciones
constituyen el verdadero nervio de la matemaética y consideran la
generalizacion como la esencia del algebra y una de las rutas
fundamentales hacia ella.

En este sentido Radford (2008) considera que la generalizacion
consiste en pasar de lo particular a lo general y en ver lo general en lo
particular; ademas detalla que la generalizacién de patrones implica:
primero, tomar conciencia de una propiedad comin; segundo,
generalizar dicha propiedad a todos los términos de la secuencia; y
altimo, usar esa propiedad comdn para encontrar una regla que

permita calcular directamente cualquier término de la secuencia.

Explicito a lo anterior, los estudiantes necesitan identificar una
regularidad en la sucesion que relacione la estructura espacial, basada
en la distribuciéon espacial de los elementos de las figuras, y la
estructura numeérica, basada en el ntmero de elementos que
componen cada figura (Radford, 2011; Rivera, 2010); posteriormente
para encontrar un término lejano, o no especificado, los alumnos
deben establecer una relaciéon funcional que asocie la posiciéon de una
figura y la cantidad de elementos que la forman (Radford, 2011;
Rivera, 2010; Warren, 2005), y finalmente, para determinar la posicion
de una figura, conocido el nimero de elementos que la forman, es

preciso establecer una relacién funcional inversa a la anterior (Warren,
2005).

Fundado en las investigaciones anteriores, Zapatera (2015)
caracteriz6 tres estadios de comprension en el desarrollo del proceso
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de generalizacion de patrones: estadio 1, si el estudiante es capaz de
continuar la sucesion para términos cercanos identificando el patrén
de crecimiento cuantitativo, pero no coordina las estructuras
numeérica y espacial; estadio 2, si el estudiante es capaz de coordinar
las estructuras espacial y numérica y de establecer una relacion
funcional que le permita hallar el nimero de elementos de cualquier
término de la sucesion; y estadio 3, si el estudiante ademas es capaz de
invertir dicha relacion en casos especificos (Figura 6).

Figura 6:

Estadios del proceso de generalizacion de patrones

ESTADIO 1 ESTADIO 2 ESTADIO 3

No
coordina las
estructuras

Es capaz de
establecer
una relacion

Coordina
estructuras
numeérica y
espacial

Es capaz de

) Identifica
funcional relacién
para obtener inversa
laregla
general

invertir el
proceso

No es capaz
de calcular
términos
lejanos

Estrategias de resolucién de problemas y descriptores de los

niveles de la trayectoria

Las respuestas de los alumnos se analizardn con base en dos criterios:
1) correccion de las respuestas, y 2) estrategias de resolucién. Las
respuestas se consideran correctas si tanto el procedimiento como la
solucién son correctos, en cualquier otro caso se consideraron
incorrectas. Ademads de que se pretende caracterizar las estrategias
empleadas de acuerdo con la clasificacién Callejo y Zapatera (2011)

(ver figura 7).

En la figura 7, directo son las respuestas que los estudiantes

escriben de forma directa sin mostrar evidencias de ningtn tipo de
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estrategia. En las estrategias aditivas (EA) el alumno observa el patréon
de crecimiento, y realiza el recuento dibujando la figura y contando
los elementos (RD), partiendo de la primera figura y sumando el
patrén de crecimiento de forma iterada hasta el término requerido (RI)
o partiendo de una figura cualquiera y sumando el patrén de
crecimiento de forma iterada hasta el término requerido (RR). En las
estrategias funcionales (EF) el alumno relaciona las dos variables, la
posiciéon de la figura y el ntimero de elementos de ésta. En las
estrategias proporcionales (EP) el alumno haya, erréneamente, el
nimero de elementos mediante razonamientos proporcionales con
multiplicaciones

Figura 7:
Estrategias de resolucion de problemas de generalizacién de patrones

D Directo
RD Con dibujo
EA Estrategias aditivas RI Recuento iterativo — f(n)=f(1) + (n-1)-a
RR Recuento recursivo — f(n) =f(p) + (n-p)-a
ESTRATEGIAS < . ~J FL Funcién local — f(m)=m-a + b, m determinado
EF Estrategias funcionales . .. o . .
c FG Funcién global — f(n) =n-a +b. nindeterminado
EP Estrategias proporcionales — f)=an
O Ofras

Asi mismo se pretende utilizar los descriptores de los niveles de
la trayectoria de aprendizaje de la generalizaciéon de patrones
propuestos por Zapatera (2018); estos descriptores son acumulativos,
de forma que un determinado nivel también incluye los descriptores
de los niveles que le preceden; ademés de que se muestra la dificultad
que impide a los estudiantes de un determinado nivel avanzar al

siguiente (figura 8).
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Figura 8:
Descriptores de los niveles de la trayectoria, Zapatera (2018)

0 (No continfian la secuencia al no respetar las estructuras espacial y numérica)

Continuan la secuencia de figuras
(No realizan la generaltzacion cercana al utilizar estrategtas proporcionales)

Realizan la generalizacion cercana
2 (No invierten el proceso para términos cercanos, aunque algunos infuyen
que el proceso es distinto al antertor y dividen en lugar de multiplicar)

3 Invierten el proceso para terminos cercanos
(No realizan la generalizacion lejana al no coordinar las estructuras espacial y numerica)
gen | pacialy

Realizan la generalizacion lejana
4 (No expresan la regla general al no establecer la funcion que relaciona
el término de la figura y el ndmero de elementos)

Expresan la regla general
(No nvierten el proceso para térmunos grandes aunque muchos dividen en fugar de mulfiplicar)

Invierten el proceso para terminos grandes
6 (No expresan de forma verbal la regla general del proceso 1nverso al no establecer

la functon que relactona el ndmero de elementos y el término de la figura)

Expresan de forma verbal la regla general del proceso inverso
(No uttlizan la indeterminada para expresar algebraicamente la regla general)

Expresan algebraicamente la regla general
(No utilizan la indeterminada para expresar algebraicamente la regla general en el proceso inverso)

9

Expresan algebraicamente la regla general en el proceso inverso
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Metodologia

Participantes y contexto

En este estudio participaran 20 estudiantes de 2° afio de
educacién secundaria (en edades de 13 y 14 afios) de la Escuela
Secundaria Técnica Numero 90, que se encuentra ubicada en la
comunidad de Tepetixtla, municipio de Coyuca de Benitez, Gro. tiene
una antigiiedad de 39 afios; es una institucién de organizaciéon
completa con una matricula estudiantil de 198 y 20 profesores que

cubren las asignaturas.

Tareas

Uno de los objetivos de la aplicacion de las tareas propuestas, sera
analizar como la trayectoria hipotética de aprendizaje (THA) influye
en el proceso de generalizacién de patrones, que los estudiantes
construyen; asi como establecer la progresiéon de los estudiantes

mediante niveles de desarrollo de la trayectoria de aprendizaje.

Se han disenado las siguientes tres actividades con diferente
grado de complejidad tomando la perspectiva de Clements y Sarama
(2004) enla cual sefialan que los estudiantes progresan a través de los
niveles de desarrollo y en el que consideramos los niveles de
desarrollo de Zapatera (2018). Consecuentemente los objetivos de esta
trayectoria hipotética de aprendizaje vienen dados en funcién de los
aprendizajes esperados sefialados en el plan y programa de estudio
(SEP, 2011). Se pediré organizar a los estudiantes en equipos de cuatro
integrantes, a los cuales se les daran hojas blancas para que realicen
las anotaciones respectivas con lapiceros (se pretende analizar sus
producciones), las cuales al finalizar las actividades se les han de
recoger; ademds se les facilitara taparroscas de refresco a fin de que

manipulen las sucesiones.
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Actividad 1. Tiempo: 20 min

El granjero John cria gallinas. Todos los dias tiene el trabajo de recoger los huevos y ponerlos
en casilleros (ver figura 1).

Figura 1:

Sucesion de huevos recolectados

a) Dibuja los huevos que habra en el dia 5

b) Dibuja los huevos que habra en el dia 6

c) ¢Cuantos huevos habra en el dia 20?

d) ;Qué dia se tendran 200 huevos?

e) (Qué procedimiento utilizaste?

f) ¢Hay alguna regla o patrén que permita calcular la cantidad de huevos? ;Cual es?

g) ¢Hay alguna relacién entre el “ntimero de dia” y el “ntimero de huevos”?

h) Describe con palabras la regla que permita calcular la cantidad de huevos en cualquier
dia

i) ¢Cuales son las dos cosas (variables) que estan variando (cambiando)?

j)  ¢Cual es la expresion algebraica que permite calcular la cantidad de huevos para cualquier dia?

Actividad 2. Tiempo: 30 minutos
Se pide organizar a los estudiantes en equipos de cuatro integrantes
Observa la siguiente figura y rellena los espacios en blanco de la tabla

Figura 2:
Sucesion cuadrdtica con taparroscas

e
F s - Fignn
Figura 102 3 |[4|5[6| 7 |89 10 50
Hinmem G S R 51 102
taparroscas
a) ;Qué esta variando?
b)  ;Cuales son las variables que intervienen?
c)  ¢como se relaciona el nimero de figura con la cantidad de taparroscas?
d)  ;Qué estrategias utilizaste para rellenar los espacios en blanco?
e)  Con tus palabras describe la expresién general de la sucesion
f)  ¢Qué expresion algebraica permite obtener cualquier nimero que forma

parte de la sucesion?
g)  Elvalor 902 forma parte de la sucesion, ¢qué lugar ocupa en dicha sucesion?
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Actividad 3. Tiempo: 50 minutos

Se pide organizar a los estudiantes en equipos de cuatro integrantes

5

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Analiza la siguiente sucesion

a) Observen que en la figura 1 es posible ver tres caras del cubo, y que la figura 2 se pueden
ver nueve caras de los cubos que la forma. ;Cuantas caras es posible ver en la figura
3? ;Cuantas en la figura 4?

b) Si se contintia con la construccién de las figuras, ;cuantas caras seria posible ver en la
figura que ocupe el lugar 15?

c) ¢(Cual es la expresion algebraica que permite conocer el total de caras sera que es posible

ver en cualquier figura que esté en la sucesién?

d) ¢Qué ntimero corresponde en la sucesion a la figura en la que es posible ver 133 caras de
los cubos que la forman?
Por esta razoén es pertinente que los oriente, como se indica a continuacién. Senale que la

expresion que se busca es una expresion de segundo grado, ya que la segunda diferencia de
los términos de la sucesién es constante, como se muestra en la tabla siguiente:

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5
Caras que se ven 3 9
Primera diferencia 9-3=6 17-9 =8 27-17=10 39-27 =12
Segunda diferencia 8-6=2 10-8=2

Con la primera actividad se estudiara el proceso directo de la
generalizacion lineal, con la que se pretende hacer un andlisis de la
generalizacién cercana y lejana, contextualizando el problema al

entorno del estudiante.

Con la segunda actividad se pretende que el alumno reconozca,
interprete y establezca el patrén que sigue la sucesion para poder
rellenar la tabla que se le presenta, como medio auxiliar en contestar

las preguntas; las cuales estdn enfatizadas a que el estudiante

62

Reflexiones sobre la priactica docente de matematicas Vol 1



il &

Daniel Gonzales Jimenez — Hermes Nolasco Hesiquio

identifique una regularidad en la sucesion, que relacione la estructura
espacial, basada en la distribucién espacial de los elementos de las
figuras, y la estructura numérica, basada en el nimero de elementos
que componen cada figura (Radford, 2011; Rivera, 2010). En este
mismo sentido va propuesto el tercer problema, aunado a introducir
en los estudiantes el método de las diferencias, para que ellos puedan
encontrar la expresiéon general que describe el enésimo término de la

sucesion.

El objetivo general de estas tareas es analizar el proceso de
generalizacion de patrones en estudiantes de Educacién Secundaria,
con rezago académico; y con las cuestiones se pretende establecer las
progresiones de desarrollo en la generalizacién de patrones de los
estudiantes mediante niveles de desarrollo de la trayectoria de

aprendizaje, asi como hacer una propuesta local de innovacion.

Recoleccién de datos y su andlisis

Para la recoleccién de datos recurriremos a la videograbacion de las
actividades a desarrollar, las cuales seran organizadas en equipos. Se
les pediré a los estudiantes que en hojas blancas (que se les facilitaran)
escriban las posibles soluciones que ellos consideren con lapiceros;
esto tiene como finalidad recabar datos de procedimientos tanto
erréoneos como correctos, con la finalidad de contrastar con la

trayectoria hipotética de aprendizaje.

Resultados

Coémo no se han aplicado las actividades completas, se obtuvieron
algunos resultados previos de puestas en escena que se realizaron de

forma parcial, son:

Los alumnos utilizan argumentos que forman parte del sentido

numérico (ver figura 9) debido a que tienen dificultades a la hora de
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concebir o proceder con el pensamiento algebraico. Fueron pocos los
alumnos que trataron de formular una expresién algebraica, pues la
mayoria se dedico a rellenar las tablas de ayuda.

Figura 9:

Se le pide al alumno establecer la expresion algebraica

3)at vn aﬁﬂm,/ % —sbu'w;bém'o v 3 hevss  al /ané
| \ ‘ '

BRE-RECEERRr O

Los que formularon una expresién algebraica lo hicieron con
deficiencias, combinando férmulas con letras (ver figura 10). En el
inciso “j” de la primera actividad se les pide que representen la
expresion algebraica de la generalidad, uno de ellos escribe 3h * 1 d,
donde se entiende que el coeficiente 3 representa el ritmo de
crecimiento de la sucesién que es percibido por el alumno, la literal h
los huevos, mientras que d a los dias; esto refleja el intento del alumno
por establecer una relacion entre el nimero de dias y el namero de
huevos
Figura 10:

El alumno representa una formula algebraica, 3h *1 d.

Con lo anterior, deducimos que el alumno entiende la

generalizacién de la sucesion y la manera en cémo sigue un patrén,
pero se ven imposibilitados por carencias de conocimientos, al

representar algebraicamente la generalizacion (ver figura 11).
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Figura 11:

Comprension y representacion verbal de la generalizacion

HY

Presentan algunas carencias en cuanto a la concepcion de
conceptos, como: raiz cuadrada, variables, operaciones basicas,
etcétera. Cuando en el problema 2 del inciso h se le pregunta al
alumno si habra alguna figura con 902 taparroscas, este procede de
manera inversa; en lugar de sacar la raiz cuadrada del ntimero 902
procede mediante célculo y error para aproximarse al nimero; de tal
manera que llega el momento en que multiplica 30*30 y se percata que
al sumarle 2 le resulta el 902, de manera que puede concluir que en
la figura 30 de la sucesién habra 902 taparroscas(ver figura 12).

Figura 12:

Aproximacion mediante ensayo y error

NE e N kegurz a0 = BRaR0 <40

Se puede apreciar que los estudiantes son capaces de establecer
una relacién funcional, en la que describen con sus palabras la regla
que describe el enésimo término de la sucesién; encontrandose en el
segundo estadio de los procesos de generalizacién descritos por
Zapatera (2018). De esto se sigue que tienen dificultad para encontrar
la relacién inversa, por tal motivo no son capaces de invertir el proceso
inverso; de modo que cuando se les da un elemento en la imagen de
la sucesion, proceden ineficazmente mediante calculo y error

partiendo del dominio de la sucesion.
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De acuerdo con las progresiones de la trayectoria que describe
Zapatera (2018), hay descriptores de nivel que son completamente
cubiertos por los estudiantes, tales son: contindan la secuencia de
figuras, realizan generalizaciéon cercana y lejana, expresan la regla
general en lenguaje comun. Pero no logran invertir el proceso ni para
términos cercanos.

Conclusiones

Como conclusiones mencionamos que las ayudas visuales (como
tablas o dibujos) son de gran utilidad para los alumnos, ya que
permiten concebir o visualizar la forma, estructura o cantidad de las
figuras y la generalizacién, ademas de que el material lddico estimula
a los estudiantes al trabajo individual y colaborativo (ver figura 5.1);
propiciando en este caso el desarrollo del pensamiento algebraico en
estudiantes de secundaria.

Se considera que serfa de mayor utilidad afadirle mas espacios
en blanco a las tablas para que los estudiantes organicen la
informacién sistematicamente, y con ello puedan pasar de la
abstraccién simboélica a la sucesion de numeros, con el fin de
representar la generalizacién de los patrones.

Figura 13:

Construcciones de las sucesiones con taparroscas

El empleo de taparroscas permite que los estudiantes se interesen
por realizar la actividad, ademés de que les permite analizar la
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estructura que sigue la sucesion para relacionar las distintas variables

que intervienen, y a partir de esto establecer una relacion funcional.

La aplicacién de estas secuencias de actividades ha permitido
analizar fortalezas y corregir deficiencias para replantearlas por
medio de la reflexiéon del proceso en una nueva THA.

Se elabora esta investigacién para contribuir a que los docentes
reconozcan y valoren la importancia de la generalizacién de patrones
para potenciar el paso del pensamiento numérico al pensamiento
algebraico en los alumnos; asi como de tener instrumentos para medir

su progresiéon mediante la trayectoria.
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Estudio sobre el proceso de la argumentacion
matematica en el Bachillerato: el caso de la

Semejanza®

Irma Joachin Arizmendi — Hermes Nolasco Hesiquio

alizariam192728@gmail.com

Este trabajo presenta algunos resultados en torno a la
argumentaciéon de geometria de parte de estudiantes de la
Educacion Media Superior. El objetivo del escrito es caracterizar la
argumentacioén de los estudiantes en el aula de matematicas con
respecto a un contenido especifico “la semejanza”. Se adopta como
marco tedrico recae en la conceptualizacién de la argumentacion de
Benegas y Krabbe. Como metodologia consideramos el modelo
argumentativo de Toulmin y la interaccién en el aula de
matematicas de Krummheuer. Los datos de este trabajo proceden de
sesiones de trabajo con estudiantes de este nivel educativo. Entre las
conclusiones destacamos la presencia de argumentos regulares,
cuya presencia es mayor que la de los argumentos criticos al trabajar

en el aula de clases.

Palabras Clave: argumentacion matematica, semejanza, modelo de

Toulmin, interaccién.

Introducciéon

En la ensefianza de las matematicas se hace presente el tema de
argumentacion, desde el punto en que se puede apreciar en las aulas

que tanto el docente como el estudiante carecen de elementos que le

6 Joachin, I. y Nolasco, H. (2020). Estudio sobre el proceso de la argumentacién matemética
en el Bachillerato: El caso de la Semejanza. En M. Méndez, M. Ferrari & N. Marquina (Eds.)
Reflexiones sobre la prictica docente de matemdticas Vol 1 (pp. 71-96). Facultad de Matematicas,
UAGro. Acapulco, Gro., México.
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permiten que ésta se haga presente. Cabe mencionar que
evidentemente es fundamental para que el estudiante construya su

conocimiento.

Enlos dltimos afios, se ha incrementado notablemente el naimero
de investigaciones que destacan el papel fundamental que tiene la
argumentacion no sélo en relacién con la demostracién matematica,
sino en la actividad matematica en general, tanto entre los
matemaéticos profesionales como entre los alumnos de matematicas de
distintos niveles (Inglis, Mejia-Ramos y Simpson, 2007; Aberdein y
Dove, 2013). Algunos de estos trabajos se centran en la exploracién y
caracterizacion de las dificultades que los alumnos evidencian cuando
se enfrentan a tareas que implican demostraciones (Healy y Hoyles,
2000; Mamona-Downs y Downs, 2011; Pfeiffer, 2010). De esta forma,
se muestra que hay un problema en cuanto a la argumentacién se
refiere, puesto que, si no se trabaja en el aula, repercute en otras

actividades matematicas como lo es la demostracion.

En la Educacién Media Superior se confirma el interés por estas
competencias, en especial argumentar. Para ello, es esencial el
desarrollo de las practicas argumentativas y que segin De Gamboa,
Planas y Edo (2010) son entendidas como los hechos que realiza el
estudiante para dar a entender su resultado y esto tiene que ver con
explicar, narrar, y razonamientos que conformen la argumentacion.
Especialmente, es necesario comprender los procesos en los que
alumnos y profesores construyen y validan el conocimiento
matemadtico. Respecto a la argumentacién, la OECD (2016) la identifica
como una capacidad fundamental y afirma que: “implica procesos de
pensamientos arraigados de forma légica que exploran y conectan los
elementos del problema para realizar inferencias a partir de ellos,
comprobar una justificacién dada, o proporcionar una justificacién de

los enunciados o soluciones de los problemas” (p. 70).
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La semejanza como contenido matemaético es tratado en la
secundaria y es hasta el tercer grado donde es introducido, en el tema:
Figuras y cuerpos geométricos. Como aprendizajes esperados, el
estudiante debe “construir poligonos semejantes, determinar y
utilizar criterios de semejanza de tridngulos” (SEP, 2017, p. 315).
Posteriormente se vuelve a retomar en Matematicas III, que se cursa
en el tercer semestre cuya Unidad de Aprendizaje es: Geometria Plana
y Trigonometria, particularmente en la Unidad de Competencia I:
Angulos y Tridngulos, como marca la UAGro (2010). Por lo que se
observa que hay un periodo muy largo en el que se deja en el “olvido”
este tema.

Cabe sefialar que el enfoque de trabajo en este nivel educativo es
por competencias y regresando a nuestro foco principal,
argumentacion, sobre este respecto afirman con los cursos que
corresponden al drea se desarrollan las competencias disciplinares de
matematicas necesarias para que el estudiante argumente y estructure
mejor sus ideas y razonamientos. “Argumentar la solucién obtenida
de un problema, con métodos numéricos, graficos, analiticos y
variacionales, mediante el lenguaje verbal y matematico” (UAGro,
2010, p. 5).

También se tuvo la oportunidad de analizar dos investigaciones
relacionadas a los conceptos implicados en el contenido matematico

(semejanza), los cuales son, razén, proporcién y proporcionalidad.

Sénchez (2013) trabaja estos conceptos involucrados. Por un lado,
su primera investigacion estd centrada en tratar dichos contenidos
desde lo variacional puesto que, desde la experiencia del autor, ha
confirmado cémo los profesores atienden a éstos de una forma
mecdanica y tradicional que no le permiten al estudiante apropiarse de
la definicién. Por el otro, la segunda, se enfoca en trabajarlos desde

una situacién de reparto para analizar qué estrategias utilizan los
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estudiantes al trabajar con éstos. En nuestro caso, no nos centramos en
la construccién o comprensién de la semejanza que claramente esta

relacionada con estos contenidos matematicos.

Es considerable la cantidad de investigaciones centradas en
estudiar el rol que tiene la argumentacioén en el aula de matematicas y
en la matematica en si. Nuestra investigacion se enfoca en analizar los
argumentos que construyen los estudiantes de bachillerato,
pretendiendo asi, contribuir considerando la siguiente pregunta:

;Qué argqumentos construyen los estudiantes en la clase de
matematicas, particularmente con el contenido matemdtico “semejanza?

Para lo cual nos planteamos el siguiente objetivo de
investigacién: Caracterizar la argumentacion de los estudiantes en el
aula de matematicas con respecto a un contenido especifico: la
semejanza. En consecuencia, la discusiéon anteriormente mencionada
resulta ttil y muestra que hay interés por parte de la comunidad de
investigacién en la educacién matematica, el cual va aumentando y
tiene que ver con la argumentacién, con cuya ayuda los conocimientos
matematicos se construyen y validan. En la préxima seccién
abordaremos mas autores que se dedican a investigar el papel que
desempena y la importancia que tiene la argumentacion matematica

en si misma y en el aula de matematicas.

Marco tedrico

La cantidad de estudios realizados sobre la argumentacion nos lleva a
reflexionar que sin duda es importante dar seguimiento a, desde
cualquier punto de vista (competencia, habilidad, proceso) para

mejorar en la ensefianza- aprendizaje de las matemaéticas.

Para hablar de la argumentacién debemos primeramente
comprender que es un argumento, para posteriormente ver qué es

argumentar, con base al argumento, encontramos que es: un
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razonamiento para probar o demostrar una proposicion, o para
convencer de lo que se afirma o se niega (Real Academia Espafiola
(RAE), 2019). Asi, podemos entender que la argumentacion son las
acciones realiza una o varias personas para convencer a otras o a st mismo.
Al tener presente las definiciones anteriores, podemos pasar a lo que es de
nuestro interés y precisamente viene a ser la argumentacion matemdtica,
si bien, algunos autores dan su posicion sobre ésta, otros mds la sitian en
matemdticas y en el aula, atenderemos a continuacion estos puntos.

Argumentacion matematica

Duval (1999), designa la argumentacién matematica como “una forma
de razonamiento natural, que no se deja describir ni evaluar segtin los
clasicos criterios 16gicos” (p. 3). Por su parte, Banegas (2013) nos
somete a un andlisis sobre su revision elaborada acerca del Modelo de
Toulmin y sobre el concepto de argumentacién desde su forma
general hasta la argumentacién matematica. El toma como
argumentacién “el conjunto de técnicas o métodos utilizados para
establecer un enunciado. En el proceso un enunciado cuestionado
conduce a un enunciado correcto o con el que se estd de acuerdo,
aceptado por todos los participantes en la discusién” (Banegas, 2013,
p.48).

En esta misma direcciéon, Krabbe (2013) realiza un analisis para
distinguir los argumentos, la demostracion y los didlogos. Ademas,
sefiala que no hay argumento bueno o malo porque en cualquiera de
los dos casos no perdera el estatus de argumento. El afirma que para
demostrar hay una necesidad de usar un tipo de gramadtica especial y
no puede confundirse el hecho de que toda argumentacién pueda ser
tomada como una demostracién. En este sentido, adoptamos las ideas
de Banegas (2013) y Krabbe (2013) sobre la argumentacion, en la cual
se establecen enunciados que construyen los estudiantes de tal forma
que permitan el consenso de todos los presentes, ademas de recalcar
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que durante este proceso dichos enunciados correctos o incorrectos

seguiran siendo llamados: argumentos.

Argumentacién en el contexto de la matemdtica escolar

Investigaciones realizadas por Planas y Morera (2012); Goizueta y
Planas 2012; sefialan a la argumentacién como un discurso que
permite razonar légicamente, asi, se da una cadena de razones dentro
de las cuales se dejan ver competencias argumentativas como lo son:
describir, explicar, argumentar (parcialmente) y justificar. Por su
parte, Solar-Bezmalinovic (2018), realiza su investigacién en torno a la
argumentacién mediante el desarrollo de la argumentacién colectiva
en el aula de clases: identificacion de patrones de pensamiento,
interaccion dial6gica entre profesor y estudiantes, y herramientas para
abordar las contingencias. Centrandose principalmente en como estas

benefician la educaciéon matematica.

En cuanto a la argumentacion desde la perspectiva
interaccionista destacan los trabajos de Knipping (2008); Krummheuer
(2011, 2015); Cabafias y Cantoral (2011); Knipping & Reid (2015), en
las cuales se plantean como reconstruir y analizar las estructuras a Se
adopta dos métodos propuestos por Krummheuer (2015): el analisis
de la argumentacién y el analisis de la participacion y la relacién entre
estos dos métodos como parte de la interaccion en el aprendizaje de

matematicas.

Modelo de Toulmin

Toulmin (2007) considera que un argumento estd conformado por
elementos los cuales tienen una funcién en dicha estructura de su
Modelo (ver Figura 1): los Datos (D), estdn constituido por los hechos,
la razén en la que la argumentacién se basa. Garantias (G), permite la
conexién, reglas, principios, enunciados de cardcter general que

permitan mostrar coémo de los datos se pasa a la conclusiéon (C).
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Modalizadores (M), que maticen en la (C), precisar el grado de fuerza
que los (D) Y (G) ofrecen. Excepciones (E), refutacion, este elemento
indica las circunstancias en que la autoridad de la (G) no funciona.
Respaldo (R), varfa de un campo de argumentaciéon a otro (clases,
leyes, datos estadisticos, hechos histéricos).

Figura 1.

Esquema argumentativo.

s . & =

Nota: Tomado de Inglis, Mejia-Ramos y Simpson (2007).

Tipos de argumentos

Banegas (2013) menciona dos tipos de argumentos: requlares y
criticos, los cuales unifica y los llama: sustanciales. A continuacion, se

muestran como los define:

Los argumentos matematicos regulares dan por sentado que las ideas
dentro del marco tedrico de la argumentacién son relevantemente
coherentes, y aplicable a los hechos bajo consideracion. Por esta
razon, estos elementos se ajustan a las teorias y reglas actualmente
aceptadas, por lo cual no representan ningun tipo de desafio. Los
argumentos matematicos criticos son creados precisamente para
desafiar dichas teorfas y reglas las cuales, por lo tanto, pierden su
confiabilidad, relevancia o aplicabilidad y estdn abiertas a discusion

critica, refutacioén o reajuste. (Banegas, 2013, p.53-54)
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Metodologia

La importancia de la interaccién en el aula es un elemento que
consideramos importante y a este respecto Krummheuer (2015) sefiala
que el aprendizaje de las mateméticas depende de la participacién del

alumno en los procesos de argumentacion colectiva

En esta seccién reportamos cémo se realizé parte de nuestra
Secuencia didactica. Mostramos ademas los aspectos metodolégicos,

participantes y organizacion de las sesiones.

Los participantes y el contexto

La Secuencia didactica va dirigida al Nivel Medio Superior, en este
caso, una de las actividades que conforman nuestra Secuencia
Didactica fue aplicada en la Escuela Preparatoria N° 2 de la UAGro.
Se encuentra ubicada en la Avenida Ruiz Cortines N. 859, Colonia Alta
Progreso, 39610 en Acapulco de Judrez, Guerrero. Participaron los
alumnos del grupo 303 que cursaban la Unidad de Aprendizaje
Geometria plana y trigonometria. El grupo esta conformado por 33
estudiantes cuyas edades estan entre 16 y 17 afios. Algunas de las
caracteristicas académicas de los estudiantes son: disposicion,

motivacién, confianza en si mismos.

Secuencia diddctica y sus fases
Nuestro disefio se desarrolla en tres fases: Inicio, Desarrollo y
Cierre (ver Figura 2).

En la primera fase se pretende recuperar los conocimientos
necesarios para abordar el contenido semejanza, tales contenidos son:

razén y proporcion, que estdn estrechamente relacionados.
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Figura 2.

Fases de la Secuencia diddctica

- Recuperacion de
Inicio conocimientos
previos

+Trabajo con

Desarrollo a
Semejanza

. +Aplicacion
Cierre dela
semejanza

En la segunda fase, se pretende trabajar con el concepto de
semejanza y relacionar los contenidos (razén y proporcién) que le
permitan al estudiante avanzar en la forma de argumentar utilizando
los datos trabajados anteriormente. En la tltima fase pretendemos

aplicar los conocimientos de semejanza para resolver problemas que

involucran este contenido.

A continuacidn, se muestran algunas de las tareas que componen
la actividad 1, que fueron las que se trabajaron en este caso: tarea 4,
tarea 5, tarea 6, las tareas anteriores a estas tuvieron que ver con la

razon entre segmentos.
Organizacion y temporalizacion
Las secuencias fueron programadas para desarrollarse en tres

sesiones de 50 minutos (ver Tabla 1).

En la tabla 1 se mencionan las actividades y las tareas de esas
actividades a trabajar en cada una de las sesiones, considerando asi los
problemas que las conforman. En la primera sesién que tiene que ver

con la recuperaciéon de conocimientos, en la que comenzardn a dar
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argumentos, puede suceder que los estudiantes nos narren, expliquen,
realicen dibujos que le sirvan de argumentacion.

Tabla 1:

Temporizacion de las tareas y su descripcion.

Tiempo

sesion Tipo de Tarea Descripciéon Intervencién

empleado
Asegurar conocimientos Tare‘a 1 Identlfl(j?l: la Individual 10 minutos
razony proporcion

previos Binas 40 minutos

entre segmentos.
Elementos de esquema Tarea 2. Semejanza de Individual 10 minutos
argumentativo de Toulmin Triangulos. Binas 40 minutos
Elementos de esquema Tarea 3. Teorema de Individual 10 minutos
argumentativo de Toulmin Thales. En colectivo 40 minutos
Total 150 minutos

Tareas

A continuacion, se describen las tareas realizadas.

Tarea 4

En esta tarea se deben presentar los elementos del Modelo de Toulmin
mediante la resolucion de problemas que implican la identificacion de
la razén entre segmentos y segmentos proporcionales, estos conceptos
se utilizan para abordar la semejanza. La tarea les permite analizar las
imagenes y las medidas de ellas para comenzar a dar sus argumentos
mediante la interaccién y aporte de ideas de ambos integrantes.

Figura 3.

Tarea 4. identificacion de la razén entre segmentos y segmentos proporcionales

Taread

Carios tomd una fotografia a un torogaz, la cual decide ampliar y colocar en un
cuadro

a) 4Cual es la razn entre las alturas de la fotogratia pequedia y la ampliada?
¢y entre las bases?
b) ¢Qué relacion hay entre ambas razones?
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Tarea 5

Esta tarea se caracteriza por involucrar la comparacion entre los lados
de los rectangulos que en este caso tiene que ver con la razén. La tarea
involucra a los estudiantes a reflexionar sobre qué lados comparar
para establecer la razén y ver si son proporcionales, ademds origina
que los estudiantes discutan y propicien a dar argumentos sobre estos

contenidos (ver Figura 4).

Figura 4.
Tarea 5 Comparar para establecer la razon
Tarea §

Dadas las siguientes parejas de rectingulos, ;son proporcionales las bases y las
alturas de cada pareja

Tarea 6

La tarea 6 se articula de los contenidos ya trabajados en las tareas
anteriores, implica el uso de estos conocimientos para que los
estudiantes tengan madas elementos que contribuyan a su
argumentacién y asi determinar la medida del segmento d (ver Figura
5). La tarea también permite al estudiante reflexionar para responder
utilizando conceptos y expresiones algebraicas.

Figura 5.

Tarea 6: determinar la medida del segmento

Tarea 6

¢Qué longitud debe tener d y para que a y b sean proporcionales a ¢ y d?
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Recoleccion de datos y su andlisis

La recoleccion de los datos se sustenta desde las producciones escritas
(hojas de trabajo de los estudiantes), respuestas en equipo y
argumentacién en conjunto. La Sesién 1 fue grabada en video y audio
para lograr transcribir después lo sucedido. El andlisis de los datos
también se apoya de la reconstruccion de la argumentaciéon de
Toulmin (2007).

Andlisis de la argumentacion

Para el andlisis de la argumentacion, se realizaron primeramente
transcripciones del video y audio de las tareas trabajadas, analizando

asi los argumentos de los estudiantes con base al esquema de Toulmin
(2007).

Resultados

Los resultados que se presentan en cuanto a los argumentos generados
por los estudiantes respecto a las tareas propuestas, los cuales se

propiciaron a causa de la interaccién en el aula de clases.

Tarea 4
Tarea 4 (Tania y Cecilia)

A continuacién, veamos las intervenciones de algunos estudiantes que

consideramos interesantes respecto a la tarea 4 (ver Tabla 2).

Tabla 2:
Transcripcion 1
Cecilia: Podemos ver que una imagen es mas grande que otra.
Profesor: ¢Qué mas se puede decir al respecto?
Tania: La primera imagen mide 10 cm menos que la primera de alto verdad Cecilia. La base

mide 30 cm menos que en la segunda imagen.
Cecilia: La pregunta nos pide la razén entre las alturas y las bases, pero no sé como sacar la razon.

Tania: Vimos que la razén era como la fraccion asi se escribia, pero era para comparar las
medidas podemos hacerlo asi.
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Ellas tratan de comprender lo que se pide en la tarea,
intercambian ideas, ademads, tratan de encontrar sentido a la
comparacion de las longitudes, en su caso Tania evoca la “razén”
primero lo hace refiriéndose a algo similar con la fraccién, pero
después recuerda que debe comparar. Asiambas deciden escribir esas
comparaciones de la siguiente manera (ver Figura 6).

Figura 6.

Producciones de Cecilia y Tania.

Produccién de Cecilia Producciéon de Tania

Andlisis de la argumentaciéon (Tarea 4)

La produccién de ambas estudiantes aparentemente es parecida,
pero durante el poceso de tratar de argumentar (ver Figura 9), en el
caso de Cecilia ella asume que es correcto comparar y sacar la razén,
estableciendo asi el cociente de ambas medias segun los lados, y
explica que los resultados son iguales, la razén es la misma.

Figura 7.
Argumentos de Tania y Cecilia.

Tania: Sor

altura,

Cacilla: i ¢
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En la segunda pregunta al cuestionar sobre qué relaciéon hay
entre ambas razones, ella sefiala que son iguales, lo contrario al
argumento de Tania, intrepretando que Tania se referia a lo
proporcional, pero ella no encontraba la palabra correcta, por ello lo
nombro asi “racionales”, se pudo observar que present6 confusién en
los términos, pero pudo aplicarlos y aunque los argumentos no fueron

tan claros, dieron elementos de ello.

Se puede apreciar un argumento regular porque no hay un
desafio con base a la utilizacién de procedimientos requeridos para la
solucion.

Tarea 4 (Reyna y Amairani)

En caso de Reyna y Amairani sucedio lo siguiente: (ver Tabla 3).
Tabla 3:

Transcripcion 2

Reyna: La parte de debajo de las fotografias es tres veces mayor.

Profesor: ¢En qué te basas para asegurar eso?

Amairani: Viendo las medidas, obtenemos.

Profesor: Pero s6lo al verlas, ;hay otra forma de asegurarlo?

Reyna: Hay que dividir entonces.

Amairani: No, primero debemos ver y tomar las medidas de los lados de los cuadros, para encontrar

la raz6n de los lados. Primero debemos escribir los segmentos de las imagenes y dar la
medida de cada uno de ellos para después hacer la comparacion.
Reyna: Yo encuentro que su razon es igual.

En las producciones de ambas podemos observar cosas
particulares, en el caso de Amairani sus argumentos son enfocados a
lo geométrico, ella recurre a las longitudes pues ya conoce que larazén
entre segmentos debe hacer comparar ambos y lo presenta como se
muestra en la Figura 7, ella dice: el segmento AB es al segmento CD y
asi para el caso de la base, y nos da la misma razén, porque son
iguales, la razén es .3. Asi su argumentacion recae en que si son

proporcionales las razones son iguales.
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Figura 7.

Produccion de Amairani y Reina.

ot 1 e 1 s 8

Ia

Amairani = e W Reyna

Analisis de la arqumentacion

Aqui se observa un argumento critico, pues se hace presente la
opinién contraria a lo que una de ellas argumenta (ver Figura 8), asi
refuta una idea concluyente de la compafiera. Posteriormente se
convencen de que la consideraciéon de Amairani tenia sentido para
encontrar la razén buscada.

Figura 8.

Argumentos de Amairani y Tania en Tarea.

Amairani: La parte de Reyna: Yo encuentro que

debajo de las fotografias
una es tres veces mayor.

surazoén esigual 1/3y
1/3.

Reyna: Hay que dividir
entonces.

Amairani: No, debemos
tomar las medidas de los
lados y hacer la
comparacion, buscar la
razon.
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Tarea 5

Tarea 5 (Tania y Cecilia)

Cecilia y Tania tuvieron un poco mas de elementos para dar sus
argumentos (ver Tabla 4):

Tabla 4
Transcripcion 3

Tania: Hace rato trabajamos con medidas en las imagenes, ahora es similar.

Cecilia: Hay que comparar las razones estés de acuerdo Tania, encontrar la razén y si
son iguales son proporcionales no racionales.

Cecilia:  Debemos encontrar ahora sus razones. Hay que hacerlo.

Tania: La primera pareja de rectingulos no da la misma razén entonces no son
proporcionales.

El trabajo colaborativo entre ambas estudiantes propicio a
resolver de manera sencilla la tarea, apoyandose en cada momento
una de la otra si surgian dudas, lo que obtuvimos de ello (ver Figura
9).

Figura 9.

Producciones de la tarea 5.

£t 1-o.
4 Y

9

Son S sen oY S 2

gorcionales| peopoccunales 5 fon propereet
Rates

Tania

Andlisis de la argumentacion

Uno de los elementos del esquema de Toulmin que sale a relucir

inmediatamente es el dato como lo muestra la Figura 10, se aprecia un
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argumento regular, en este sentido, ambas tienen elementos le sirve
para argumentar la solucién de una forma sencilla.

Figura 10.

Argumentos de Tania y Cecilia en Tarea 5.

Tania: Hace rato W )

. Tania: La primera pareja no
trabajamos con la ) N
. L da la misma razén, no son
medida de las imagenes, )
L proporcionales (2 y 1.5).
es similar.

~N

Cecilia: Debemos
encontrar ahora sus
razones.

Cecilia: Encontrar la razény
si son iguales, no
racionales.

Tarea 5 (Amairani y Reyna)

En esta tarea se pudo generar la interacciéon y aportes de ideas,
propiciando asi, argumentos que para esta son suficientes y la
conversacion entre ambas provocé lo que se pretendia. En el caso de
Reyna y Amairani se realizé lo siguiente (ver Tabla 5):

Tabla 5

Transcripcion 4

Reyna: Hay que hacerlo como hace rato.

Amairani: Si, ya sabemos como obtener sus razones entre los
segmentos.

Reyna: Si nos dan iguales.

Amairani: Son proporcionales.

Reina: Yo creo que todos son asi.

El acercamiento entre Amairani y Reyna les permitié tener otra
mirada de su forma de ser, aunque, no interactian seguido en clase,
al momento de juntarlas se acoplan bien en la tarea asignada,
evidencia de ello podemos (ver en la Figura 11.
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Figura 11.

Reyna ! Magali
Acordar ideas para dar solucion a las tareas fue un elemento

clave que siguieron las alumnas.
Andlisis de la arqumentacion

Analizando las producciones de ambas, se logré generar esa
conversacioén que les permitiera argumentar, sin embargo, en la Figura
12, Reyna reconoce que la primera pareja de tridngulos no son
proporcionales, lo que no ocurre con Amairani, si bien, Amayrani
tuvo el conocimiento, en su proceso ocurri6 un trabajo con las
operaciones que la llevaron a argumentar que sdlo una pareja de
rectangulos era proporcional, observando asi, un argumento critico.
Figura 12.

Argumentos de Reyna y Amairani en Tarea 5.

Reyna: La primera pareja

Reyna: Debemos hacerlo N
‘ no es proporcional, las

como hace rato.

otras dos, si.

Amairani: Si, ya sabemos
cémo obtener sus
razones.

Reyna y Amairani: Si son
iguales... Son
proporcionales.
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Tarea 6

Tarea 6 (Tania y Cecilia)

En la tarea 6 (ver Tabla 6) de la cual pudimos obtener:

Tabla 6:

Transcripcion 5

Cecilia: Como bien hemos visto que para que sean proporcionales, debe tener la
misma razon.

Tania: Si, hay que buscar un niimero para que nos coincida.

Cecilia: Hay que observar las rectas.

Tania: Una es la mitad que la otra.

Tania y Cecilia se apoyaron mutuamente para fortalecer sus
argumentos con lo ya venido trabajando en las tareas anteriores y se
reflejé en las explicaciones que daban al realizar su tarea, observar
detenidamente los segmentos les permitié ver cuantas veces podia
caber uno en los siguientes, como en su produccién muestra, escriben
que son proporcionales (ver Figura 13).

Figura 13.

Andlisis de Cecilia y Tania en Tarea 6.

\engilud "3 <

e

\o

Cecilia Tania

La interacciéon fue una de las actividades que se destacaron en

esta tarea y con la cual se comprometieron ambas.
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Andlisis de la arqumentacion

En un primer acercamiento, las integrantes mencionaron analizar y
comparar las longitudes y buscar un namero para el que las razones
fueran las mismas, asi se observa en la Figura 14. Pero darse cuenta de
las longitudes les permiti6 ver que una era la mitad de la otra y para
las otras dos también ocurria lo mismo. Se hace visible un argumento
regular ya que mencionan que deben observar los segmentos,
identifican que ambas razones deben coincidir y su conclusién se
refleja que son iguales, comparando las medidas de los segmentos.
Figura 14.

Argumentos de Tania y Cecilia en Tarea 6.

e
Cecilia: Hay que observar | .. a=4

A 122 _ 05, =2 — 05,
los segmentos. L b=8 d=18

Tania: Una es la mitad de
la otra.

Cecilia: Como hemos visto,
para que sean proporcionales,
deben coincidir las razones.

Tarea 6 (Reyna y Amairani)

De esta forma Reyna y Amairani trataron asi, su tarea 6 (ver Tabla 7).

Tabla 7:

Transcripcion 6

Reyna: Esta se ve dificil.

Amairani: Veamos. El segmento 1 mide la mitad que el 2.
Reyna: Pero el altimo no sé qué tamario es.

Amairani: Pero el tercero mide 9

Reyna: Entonces va aumentando lo doble.
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Reyna y Amairani no tenian claro lo que debian hacer, conforme
se aportaban ideas entre ambas analizaban la medida de los
segmentos y pudieron observar que habia dos segmentos que eran la
mitad de los otros. Permitiendo asegurar que, en efecto esto pasaba al
realizar las comparaciones obtendrian la misma razén (ver Figura 15).
Figura 15.

Producciones de la tarea 6 por Amairani y Reina.

- oo T LT S SE w cT  rooaoEns
3 ‘

g " (0 longhut dede e 4 7 pare e 4y & o progarcenams 8 ¢y 41

e 1
|
|
|
|

Amairani

Analizaron detenidamente la tarea, puesto que ello, permitiria

encontrar, comparar y conocer la medida del segmento.

Analisis de la arqumentacion

Figura 16.

Argumentos de Amairani y Reyna en Tarea 6.

—_—
L Amairani: veamos. El W — —0s, c=9

1 mide la b=8 a=1s
mitad que el 2. 0.5, son proporcionales.

Amairani: El tercer
segmento mide 9.

Reyna: Entonces va
aumentando lo doble.
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En la Figura 16 se observa un argumento de tipo regular ya que
Amairani enfoca su atencion en los segmentos, el segmento 1 mide la
mitad que el 2. La aportacion nuevamente de Amairani como su
garantia, entonces debe suceder lo mismo para el siguiente, es decir,

hay un acuerdo que le permite conocer la medida del segmento.
Conclusiones

Ventajas y limitaciones de la investigacion

Una de las finalidades que tiene nuestro trabajo es contribuir en la
investigacién y en la préctica docente con relacién al proceso de la
argumentacién matematica en el Nivel Medio Superior, dado que la
mayoria de las investigaciones se refieren a trabajar la argumentacion
sOlo para analizar los argumentos que los estudiantes producen y no
se enfocan en el proceso de argumentacién por el cual los estudiantes
atraviesan. Asi considero que nuestra secuencia didactica permita
beneficiar tanto a los profesores como a los estudiantes en su proceso

de ensefianza-aprendizaje.

Conclusiones sobre los resultados

Con base a los resultados, observamos que en su mayoria fueron
argumentos regulares, los cuales se generaron durante las actividades
producto de la interaccién en el aula. Si bien, los alumnos muestran
dificultades para solucionar tareas, tiene esto que ver también con que
no analizan detenidamente el problema planteado, pero una vez
identificado qué se debe hacer proceden a dar ideas, oponerse a ellas

en su caso o estar de acuerdo.

En el caso de los argumentos criticos, consideramos que se hacen
presentes muy poco en al tratar tareas, puesto que a los estudiantes les
cuesta trabajo encontrar elementos con los que puedan formular una

refutacion sobre una idea o conclusion.
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Prospectiva de la investigacién

Algunas prospectivas:

¢ Losresultados presentados son un primer acercamiento a nuestra
puesta en escena, desarrollaremos una segunda puesta en escena
con otros grupos de estudiantes del CECYTEG Y CETIS 116 esto
para ver las distintas formas de los procesos de argumentacién en
cada uno. Este se llevara a cabo aproximadamente en septiembre
del presente afio.

¢ Realizar un analisis cuidadoso de la futura puesta en escena.

o Compartir esta experiencia con personas que trabajan en el campo
de investigacion argumentativa de tal forma que podamos
beneficiarnos tanto en la practica docente como en la

investigacion.
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Elinterés central de este trabajo esta en el proceso de Conjeturar. Por
ello se ha elaborado una secuencia didéctica para una propiedad de
la bisectriz que contemple un tratamiento metodolégico que
fortalezca la argumentaciéon con vias a conjeturar en procesos de
validacion. Los elementos teéricos que se asumieron en el disefo
fueron: la unidad cognitiva argumentar-conjeturar-demostrar en
contexto escolar (Marmolejo y Moreno, 2019), los momentos
didécticos propuestos por Marmolejo y Moreno (2018) -adaptacién
de la Teoria de la Actividad para transitar de la intuicién a la
formalizacién y la técnica del Debate Cientifico en las clases de
Matematicas (Legrand 1998). Se realiz6 una prueba piloto, cuyos
resultados atin estan en proceso de analisis, con 33 alumnos de Nivel
Medio Superior de la Universidad Auténoma de Guerrero en la
unidad de aprendizaje Matematicas III.

Palabras Clave: Argumentar, conjeturar, bisectriz.

7 Carrillo, A., Moreno, G. y Marmolejo, J. (2020). La demostracion en contexto escolar: una
experiencia de conjeturar en ambiente de geometria dindmica con estudiantes de nivel medio
superior de la UAGro. En M. Méndez, M. Ferrari & N. Marquina (Eds.) Reflexiones sobre la
prictica docente de matemdticas Vol 1 (pp. 97-116). Facultad de Matematicas, UAGro. Acapulco,
Gro., México
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Introduccion

En la actividad matematica es de suma importancia la producciéon y
validaciéon de conjeturas. Ello implica que el proceso de argumentar
debe enriquecerse cada vez mas. De ahi que, la actividad matematica
en el aula ha de "generar momentos de reflexién para que los procesos
de conjeturar y argumentar aporten al desarrollo del pensamiento

matematico" (Alvarez et al, 2014).

Existen diversas investigaciones en torno a la importancia de la
relaciéon entre argumentar y conjeturar. Desde el punto de vista de
Larios (2003), la conveniencia de usar la demostracién recae en “la
necesidad de justificar conocimientos abstractos que tienen que ser
validados, proporcionando simultdineamente razones sobre su
plausibilidad” (p 167). En propias palabras de Crespo (2004) “la
importancia de la demostraciéon en matematica se relaciona con la
racionalidad dominante en la sociedad y la cultura en la cual se
desarrolla” (p.7). Esta autora menciona que el valor de la
demostracion en el aula varia de unos niveles educativos a otros, pero
su valor general es de ayudar a comprender la necesidad de validar
las diferentes proposiciones matemaéticas que se aprenden. Por ello, es
de especial interés “la labor del docente de matematicas en la
planeaciéon didéctica y la gestion de los procesos de aprendizajes
relativos a la demostraciéon” (Marmolejo, Moreno y Ramos, 2019, 113).

Respecto a la pregunta ;Por qué ensefiar la demostracion?,
Marmolejo y Moreno (2019) coadyuvan que “esta responde a los
argumentos histdricos y epistemolégicos y que incide en el avance de
la ciencia y de la matematica en lo particular, haciendo de ella un
conocimiento relevante, sin el cual la ensefianza de la matematica seria
incompleta” (p. 47).

En la Universidad Auténoma de Guerrero (UAGro), en el Nivel

Medio Superior, el Programa de Matematicas III (UAGro, 2010), se
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considera relevante desarrollar ocho competencias, en particular es de
interés la competencia de Argumentar centrada en la solucién
obtenida de un problema. Es mas, con el conjunto de competencias
disciplinares de matemaéticas se busca desarrollar en los estudiantes el
pensamiento critico y légico, en particular, que el estudiante
“argumente y estructure mejor sus ideas y razonamientos”. En esta
direccion, la conexién entre argumentar y conjeturar en los procesos
de validacién es de interés en este trabajo. El contexto geométrico, a
su vez, resulta idéneo pues permite, practicamente de inmediato, el

paso de “lo experimental a lo abstracto” (UAGro, 2010).

Sin embargo, en la practica las propiedades geométricas son
tratadas como meros algoritmos, es decir, se omite aquello que lleva a
su obtencién. Ello evita la experiencia de argumentar vias la
conjeturaciéon en procesos de validacién. Algo que incide es la
estructura de las secuencias modelo que presenta el programa de
Matematicas III (UAGro, 2010) al final de cada unidad de
competencia. El desarrollo de las actividades consiste basicamente en:
a) el planteamiento de una situacién problematica (intra o extra
matematica), b) una identificacion de elementos geométricos que ya
poseen los alumnos, ¢) “un acuerdo” entre profesor y alumnos de “las
acciones que se llevaran a cabo para caracterizar y clasificar y conocer
las propiedades geométricas”, d) después se sugiere llevar a cabo una
biisqueda de informacién (tarea en casa) de las propiedades y
conceptos involucrados, e) ya en clase, en forma de [luvia de ideas, el
profesor coordina la discusion con el grupo de “los resultados de la
bisqueda de informacién” de manera que se establezcan: “las
caracteristicas, la clasificacion, y las propiedades geométricas”, y
finalmente, f) con lo ya establecido se pretende que se haya logrado
identificar lo necesario para resolver el problema que planteado al

inicio. De modo que, el uso de tales propiedades adolece de
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significado légico para los estudiantes y elimina por completo el
propésito de la busqueda de la verdad asequible al estudiante. De ahi
que surja la necesidad de reflexionar en el proceso de elaboracion de

conjeturas y su relacién con la argumentacion.

El objetivo de este proyecto es implementar el desarrollo y
evaluacién de la propuesta de una secuencia didéctica para una
propiedad de la bisectriz que contemple un tratamiento metodolégico
y que fortalezca la argumentacion con vias a conjeturar en procesos de
validacién. En particular, se quiere obtener que los estudiantes
puedan arribar a la conjetura de que en todo triangulo la bisectriz de
un dngulo interno cumple que larazén de sus lados adyacente es igual
a la razén de los segmentos en que ésta divide al tercer lado, a través

de apelar a la intuicién y la visualizacién dindmica.

La hipétesis del proyecto es que es factible que mediante un
tratamiento metodolégico derivado de la wunidad cognitiva
argumentar- conjeturar- demostrar (Marmolejo y Moreno, 2018), los
estudiantes de Nivel Medio Superior identifiquen caracteristicas
esenciales de la propiedad geométrica, hasta su generalizacion, lo que
implica haber elaborado la conjetura.

Se espera que mediante la técnica del debate cientifico se
conduzca el proceso de aprendizaje con la mayor participacion
independiente de los estudiantes, con intervenciones oportunas del

profesor.

Elementos tedricos

Los elementos tedricos que se asumieron en el disefio fueron: la
unidad cognitiva argumentar-conjeturar-demostrar contexto escolar
(Marmolejo y Moreno, 2019), los momentos didécticos propuestos por

Marmolejo y Moreno (2018) -adaptacion de la Teorfa de la Actividad-
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para transitar de la intuicién a la formalizacién y la técnica del Debate
Cientifico en las clases de Matematicas (Legrand 1998).

Argumentar-conjeturar-demostrar en contexto escolar

La demostracion matematica en contexto escolar plantea un
doble desacuerdo, el de su pertinencia de ser tratado o no en el ambito
escolar, y por otro lado, se discute si lo dominante de su ensefianza es
la argumentacién, implicaria o no un obstaculo epistemolégico para

acceder a demostrar.

Sobre la practica del que tan solo argumentar genera un
obstaculo epistemolégico es la postura que sustentan Duval (1999);
Balacheff (1982); Arsac (1987); Fishbein (1987) entre otros. Por otra
parte, se afirma que entre argumentar y demostrar existe una unidad
cognitiva (Boero, 1999; Marmolejo y Moreno, 2019), y con ello no ha
lugar la hipétesis del obstaculo epistemolégico. Desde esta tltima

perspectiva, es que se establece la secuencia didactica a desarrollar.

Es necesario aclarar, que para ser pertinente el tratamiento de la
demostracién en la escuela, ha de considerarse que tal como esta
definida en la matematica cientifica no es la forma en que como objeto
de ensefianza debera tenerse, es decir, habra de realizarse un proceso
didactico que, si bien no es posible hacerlo de manera integral, silo es,
si consideramos los elementos invariantes de ella como los son sus
funciones, de explicar, argumentar, conjeturar, probar y producir
razonamientos 16gico deductivos, conservando con mayor énfasis su
funcién esencial que es la de generar veratitividad (garantizar la

verdad de una proposicion).

En la relacién argumentar- demostrar como la unidad cognitiva
se ve la necesidad de resaltar como eslabon entre ellos: la conjetura.
Marmolejo y Moreno, (2019) denominan la unidad cognitiva
argumentar- conjeturar- demostrar, al proceso que transcurre en dos
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etapas. En la primera, se da la produccién de conjeturas mediante la
exploracién, la discusién y sistematizaciéon de los enunciados
construidos. En la otra etapa, se busca la construccion de la prueba
mediante los resultados obtenidos en las exploraciones realizadas y
un encadenamiento reglado de argumentos. Asi, argumentar-
conjeturar- demostrar se constituye en el orden de las tareas a
desarrollar para en primer término elaborar la conjetura, para lo cual
la argumentacién es esencialmente de carécter inductivo. Una vez
constituida y fortalecida la conjetura, esta estara en condiciones de ser

probada, inicidndose asi encadenamiento de argumentos deductivos.

Se asume a la argumentacion con base empirica cientifica
encauzando a estas hacia la formacién de conjeturas, potenciando el
paso de la conjetura a la prueba, la veratitividad de las conjeturas debe
darse del consenso a la prueba. Ello implica que si bien argumentar y
demostrar tiene una relacion consustancial a su existencia la una
precede a la otra, pero el fin de ambas es la bisqueda de la verdad
(Figura. 1).

Figura 1.
Esquema de los procesos que intervienen en la argumentacion inductiva y em la deductiva

" Teorema

Argumentacion Deductiva
(Encadenamiento 16gico de

qég; proposiciones)

Propiedad

So.
Beaucyy,,

Conjetura a
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Estructuracion
Generalizacion

(Fundada en hechos,

$
k4
s
éé’ Argumentacion Inductiva
a verficaciones y predicciones)

Especializacion

Nota: Tomado de Marmolejo y Moreno, (2010)

En especifico, la diferencia entre la demostraciéon y la

argumentacion radica bdsicamente en que la primera requiere de un
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proceso deductivo de la no contradicciéon para declararse correcta o
incorrecta en cambio, la segunda, se valida por la plausibilidad
aceptada entre los dialogantes (alumno- alumno- profesor) y es tanto
mas verdadera segun el grado de pertinencia (Marmolejo y Moreno,
2019).

En cuanto a la Argumentacién, Marmolejo y Moreno (2019)

diferencian:

Argumentacion inductiva: Esta “fundada en hechos, verificaciones
y predicciones utilizando como recursos los procedimientos
heuristicos durante el proceso de estructuraciéon de conjeturas
haciendo uso también del acervo matematico ya instalado en su
campo semantico. Su validez recae en la plausibilidad aceptada entre
los dialogantes y depende del sujeto que la realiza. Tiene como
objetivos: la construccién de conjeturas, mediando en ello, la
deliberaciéon del acuerdo, la transmisién de una conviccién y la
justificacién” (p.56).

Argqumentacion deductiva: Resulta del encadenamiento l6gico de
proposiciones conforme a las reglas de la l6gica proposicional es asi
que resulta ser correcta o incorrecta. El valor légico de una
argumentacién deductiva es intrinseco a ella y se sustrae de la persona

que larealiza. Este tipo de argumentacién es independiente del sujeto.

El proceso de Argumentar-Conjeturar-Demostrar se da en dos
momentos. El primer momento se da la argumentacién inductiva con
el desencadenamiento de argumentos que van de explicar hechos
especificos mediante la experimentacién y estos logran ser
generalizados a nivel conviccion pertinente. En el segundo momento
dichos argumentos se perfeccionan hasta la estructuraciéon de la
conjetura alcanzando la condicién de enunciado de una proposicién

susceptible a ser probada, bajo un encadenamiento l6gico de
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argumentos deductivos argumentos hasta el punto de perfeccionar el
enunciado de la conjetura, incorporando el lenguaje y simbologia més
proximos a la proposicién matematica de la que sea equivalente, es
decir, la demostracién. La conexién de la argumentacién deductiva

con la demostracién se ubica en el segundo momento.

Momentos diddcticos para la secuencia

La secuencia didéctica a desarrollar se fundamenta en el principio de
la actividad de Galperin (1992), extendido por Talizina (2002). Los que
refieren las fases en que transcurre la formacién por acciones de una
actividad, a saber: formaciéon de la base orientadora de la accién;
formacion del aspecto material de esta accion; formacién de su aspecto
verbal externo; y formacién de esta accién como un acto mental a
través del lenguaje interiorizado. Para los efectos del disefio de la
secuencia diddctica, se asume lo expresado por Marmolejo y Moreno
(2018) que presentan una adaptacion de los principios de la teoria de
la actividad denominando a las fases como momentos didacticos, esto
son: acciones materializadas, acciones verbalizadas y acciones para la

formalizacion; orientadas todas ellas de la intuicién a la formalizacién.

La formacién del aspecto material de la accién se realiza con
material concreto que en este caso serd el papel vegetal, permitiendo
una identificaciéon y reproduccién de las relaciones esenciales de la
propiedad a conjeturar, esta es la etapa en que los alumnos trabajan
de manera colaborativa, asi, el alumno asimila el contenido de la
accion, en tanto el profesor toma el control y guia de esta etapa.
Talizina (2002), menciona que el alumno asimila la accién como
material o materializada, desplegada o generalizada, pero evitando su
automatizacion, dicho de otra forma, siendo una transicién, es decir,

combinar lo verbal con lo que se realice en la practica.
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El segundo momento didéctico referido a la verbalizacion, se
inicia en el momento anterior pero ahora se caracteriza la propiedad
que se construye y generaliza con uso del software dindmico en el que
se describe el significado de las representaciones idealizadas a partir
de la accién materializada previa. Al respecto Marmolejo y Moreno
(2018) citando a Galperin (1992) menciona que, en el proceso de la
generalizacién de conceptos se producen tres cambios esenciales: “la
accién verbal se estructura no solo como un reflejo real de la accién
realizada con el objeto, sino también como una comunicacién verbal
de la misma; el concepto se constituye en la base de la acciéon, haciendo
a un lado los limitantes que el objeto pueda presentar; y la asimilaciéon
en la forma verbal, se observa en el habla, la cual es la portavoz de
todo el proceso, puesto que no solo es la comprensién de las palabras
empleadas, sino ademas estas palabras llevan el contenido de la tarea
y de la acciéon”(p.155) Adquiriendo una nueva forma el lenguaje

interno.

Por dltimo, tenemos la etapa de la interiorizacién de la accion
como un acto mental conlleva la tarea de comunicacién es sustituida
por el habla para si, suscitando de este modo la reflexiéon segiin
Galperin (1992). Aqui es donde se genera la caracterizacién de lo
construido, reflexionando sobre su significado y ascenso a un lenguaje
propio, como mencionan Marmolejo, Moreno, Hernandez y Bahena
(2009) se alcanza una mejor comprensiéon de lo hecho que es
practicamente formalizada, y que ahora puede ser interiorizado

conscientemente.

Lo anterior visto en la perspectiva del objetivo del proyecto debe
inferirse que los tres momentos didécticos aludidos tomaran forma en
el proceso de argumentar- conjeturar- demostrar, dando fuerza a los

argumentos a partir de las reflexiones logradas con los estudiantes.

107

Reflexiones sobre la practica docente de matematicas Vol 1



La demostracion en contexto escolar: una experiencia de conjeturar en ambiente de geometria. ..

@ s

Debate cientifico en la Clase de Matemidticas

También es esencial la intervencion de una técnica para la generacion
y gestién de la argumentacién. El debate cientifico en las clases de
matematicas de Legrand (1998), se instaura entre los estudiantes a
partir de situaciones problematicas introducidas por el profesor, o a
propoésito de cuestiones o conjeturas que los mismos estudiantes
aportan. Consiste en un juego de busqueda de lo que es verdad
asumiendo un compromiso de sinceridad donde se toman todas las
intervenciones de los estudiantes. El debate tiene elementos
importantes que lo conforman (Figura 2):

Figura 2.
Esquema del Debate cientifico en la clase de matemiticas

Debate Cientifico en la clase de Matematicas

El status de
los
enunciados

Toda propuesta de conjetura debe ser sometida a un juicio de verdad o pertinencia, esto
de acuerdo con el contrato didéactico.
Ouienes avrueban o no la pertinencia o veracidad de los enunciados son los alumnos.

AY
Los enunciados son esencialmente conjeturales. L}
|
|
I

Es el que “legaliza el hecho que todos los alumnos pueden someter sus conjeturas en
clase” de forma explicita. Permite que los alumnos sepan que el profesor esta
escondiendo la verdad de manera voluntaria. En la negociacion entre alumnos y
profesor, se establece que todo lo que se dice es cuestionable y puesto a juicio.

Contrato
didactico

Va a aprender escuchando y analizando con sagacidad los propésitos de un par.
Va a aprender dirigiéndose directamente a sus pares para convencerlos de lo bien
fundamentado de sus aserciones, sin solicitar a priori la mediacion del profesor.

Papel del
alumno

Epistemolégico: se da entre la 1) supervision y un 2) control epistemolégico del desarrollo
del debate entre los estudiantes.

Diddctico: Motivar a los estudiantes a entrar a situaciones problemdticas conservando
un cierto nivel cientifico en sus argumentos. También, hacer uso del pintarréon como
recurso didactico con el fin de tener bajo control el ritmo de la argumentacion del grupo,
donde la idea escrita, y completada de los comentarios externos se disocie mas
naturalmente de su locutor pues se convierte en un intermediario inerte entre el locutor
y los contradictores. Asi, las ideas producidas se van constituyendo como del grupo y
no de una persona en particular y al mismo tiempo construir una memoria de clase.
Social: Se centra en la conduccion de la interacciéon de un grupo social. De ahi que sea
indispensable: evitar que el debate se hunda en gritos, promoviendo la participacién de
todos, con respeto y tolerancia; promover como herramienta de regulacién del debate
“el contraejemplo, suficiente para refutar una conjetura”; y la restitucion de su propio

e

El triple
juego del
profesor

L}
[}
1
[}
1
1
L}
\

La institucionali-

Abandona neutralidad epistemol6gica y se le da un valor a lo que es erréneo. \
se reafirman las ideas, conjeturas, aportaciones, construcciones que se consideren de !
zacion utilidad sin importar si son falsas o verdaderas. !

Existe un triple conocimiento institucional: Detectar lo que es falso, etiquetar !
procedimientos que permitan neutralizar las ideas falsas o bien conservar lo que !
después puede ser probado como verdadero, y, adquirir un sentido critico agudo. ,l
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El principio bdsico del debate es que para aprender matematicas
con eficacia se ha de asumir el papel de un matematico instaurado en
una mini comunidad cientifica (aula de clases). En este ambiente, el
juego del alumno es aprender escuchando y analizando con sagacidad
los propésitos o enunciados de un par y dirigirse directamente con sus
pares para obtener el convencimiento de ellos sin ayuda del profesor,
dando asi una negociacion didactica. Sin embargo, el estatus de los
enunciados es esencial en este juego, son esencialmente conjeturables y
toda propuesta de conjetura debe ser sometida a un juicio de verdad
o pertinencia. Asi, quienes aprueban o no la pertinencia o veracidad

de los enunciados son los alumnos.

En propias palabras de Legrand (1998) el contrato didictico es el
que “legaliza el hecho que todos los alumnos pueden someter sus
conjeturas en clase” (p.3). Este contrato didactico da la pertinencia que
quien emite un enunciado esta sujeto fuertemente a ser valorado si su
enunciado es verdadero o no, también se somete sin temor a ser
expuestos al revelar su enunciado. El contrato didactico debe ser
explicito.

Mientras tanto, el juego del profesor es una tripleta de “roles”: el
epistemologico, el diddctico y el social. En el primero, el profesor es muy
cuidadoso y observador en torno a todo lo puesto a discusion de
matemadticas, siendo mediador de argumentos y percibiendo sus
diferentes niveles, con esto ayudando a captar lo que realmente estd
en juego y siendo pertinente en la eleccién de qué enunciado tomar
primero, en este rol el profesor no puede ayudar a la clase a clarificar
sus dudas ni validar como ciertas o no sus respuestas. El rol didactico
trata primordialmente de introducir a los estudiantes en situaciones
problematicas manteniendo una postura imparcial, tomando de esto
ideas fuertes para desarrollar muy linealmente su argumentacién

personal, lo cual no debe dejar que el debate se desvie al ritmo de su

109

Reflexiones sobre la practica docente de matematicas Vol 1



La demostracion en contexto escolar: una experiencia de conjeturar en ambiente de geometria. ..

dal &

propia comprensiéon o de los mejores estudiantes. Y, por dltimo, en su
rol social el profesor es encargado de mantener a la clase sin caer en el
juego, teniendo una imagen reservada, su presencia es organizar y
evitar que los participantes del debate caigan en un ambiente de gritos
y desorden. Por otra parte, tenemos la perspectiva del rol social como
coordinador donde debe redefinir su estatus social, es decir,

renegociar el contrato didactico habitual.

Finalmente, en la institucionalizacion se retoman las ideas,
conjeturas, aportaciones, construcciones que se consideren de utilidad
sin importar si son falsas o verdaderas. Es aqui donde el profesor es
“profesor” sin ninguna postura y es donde reafirma que tal
razonamiento, tal método, tal resultado desemboca o no en tal o cual
situacion.

Elementos metodolégicos

Esta investigacion es de corte cualitativo (Cerezal, 2012) se caracteriza
porque son estudios de profundidad aplicados a muestras pequefias,
en este caso a un grupo de alumnos, e interpretando lo que se quiere
investigar, en este caso a través de los elementos tedricos antes
seflalados. A continuacién, se muestran las caracteristicas de los
participantes y el contexto, una sintesis de las actividades que
componen la propuesta didactica. También, los aspectos que se
tomaron en cuenta para la recoleccion de datos y aspectos generales

de lo que se tiene proyectado para su analisis.

Participantes y contexto

Este reporte se basa en una prueba piloto de la secuencia didactica en
el marco de una Estancia, como auxiliar docente de la Unidad de
Aprendizaje Matemaéticas III, realizada en la Preparatoria 2 de la
UAGro.
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El contenido que corresponde al programa de Matemaéticas III
(UAGro, 2010), es Geometria Euclidiana. El tratamiento que se le da a
la bisectriz se encuentra en el tema “Lineas notables de un triangulo”
y solo orienta como “componente procedimental” de la Competencia
I, a este respecto, la resolucién de problemas que impliquen el calculo
de angulos y lados de un triangulo utilizando congruencia y
semejanza. No sugiriendo qué propiedades relativas a la bisectriz se

trataran en el aula.

La propiedad geométrica a tratar, en esta secuencia didactica, es:
“Para todo tridngulo, la bisectriz de un dngulo interno se cumple que la razon
de sus lados adyacentes es igual a la razon entre los segmentos en que la
bisectriz divide al tercer lado” (Bulajich & Gémez, 2004).

El grupo estuvo conformado por 33 estudiantes en el turno
matutino. En el rol de auxiliar docente, se acompané los 4 médulos de
50 minutos a la semana, durante todo el semestre. Se observaron
algunas ventajas de la estancia en la experimentacion, como: crear un
vinculo entre alumnos, auxiliar docente y profesor; identificar la
deficiencia en temas de las actividades del aseguramiento de nivel de
partida y tener la oportunidad de reforzarlas; adquirir confianza y
manejo del grupo para desarrollar actividades; tener préctica para
cubrir en tiempo y forma las actividades; identificar la manera en que

los alumnos congenian y se sienten gustosos de trabajar.

Estructura de la Secuencia Diddctica

De manera preliminar a la secuencia didactica, a modo de
aseguramiento del nivel partida, se disefiaron 6 actividades, 5 para
trabajo individual y la tltima en equipos. Para cada una de ellas se
estimé un moédulo de 50 minutos. Durante el desarrollo de las
actividades se fomentara que los alumnos compartan comentarios,

justificaciones, argumentaciones de sus soluciones.
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Las actividades correspondientes a la secuencia didéctica, en si,
estan disefiadas para dos médulos de 50 minutos cada uno. Su
estructura estd determinada por tres momentos didacticos
(Marmolejo y Moreno, 2018): Apelando a la intuicion, Hacia la
visualizacion dindmica y Hacia la formalizacion (Figura 3).

Apelando a la intuicion. En este momento didactico la elaboracion
de conjeturas se motiva a través del doblado del papel vegetal. Al
solicitar plegado por cada estudiante se pretende generar una
diversidad de resultados y, asi, facilitar la identificaciéon de rasgos
invariantes. Se espera que surjan, en la construccién de los tridngulos,
tanto isosceles como los escalenos. También en este momento
didéctico se instaura por lapsos cortos la técnica del debate cientifico
donde los estudiantes son los protagonistas de este debate. Por
ejemplo, surge la necesidad del debate si los alumnos en la
identificaciéon del tipo de tridngulo dando argumentaciones que
justifiquen su identificacién. Otro ejemplo del uso de la técnica del
debate se da después de haber realizado las construcciones indicadas
sobre los tridngulos. En este caso, el profesor abre la discusion acerca
la cantidad de tridngulos se observan, para lo cual se espera que
obtengan dos casos (caracterizar cada caso es el punto aqui): a) que
identifiquen tres tridngulos y b) que obtengan mas de tres. El
momento en que se les indica a los estudiantes identificar tridngulos
semejantes hace que esto propicie el inicio de la actividad de elaborar
la conjetura objetivo. El estatus del enunciado conjetural que aqui
puede surgir ain es preliminar, tomando en cuenta que los
enunciados producidos por los estudiantes son conjeturales, relativos
a la argumentacién inductiva. Y otros son argumentos de validaciéon
o pertinencia de tales conjeturas, relativos a la argumentacion
deductiva (a modo preliminar). El profesor a partir de este momento
didactico (y en el segundo también) asume tres roles: epistemolégico,
didactico y social que desempefia de manera simultanea.
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Hacia la visualizacion dindmica. Este momento didactico se
caracteriza por el cambio del ambiente de papel a al ambiente
dindmico. El software de geometria dindmica es usado con la
intencién de modelar lo realizado con el plegado de papel. La ventaja
de poder hacer uso de un software que permite “mover” los puntos
del tridngulo, para asi formar y observar con mas claridad cualquier
tipo de tridngulo o las caracteristicas invariantes, es explotada en esta
propuesta. Este ambiente permite visualizar y/o fortalecer la
conjetura (pasando casos particulares a una multitud de casos,
potenciando la generalizacién) hallada con ayuda de las herramientas
adecuadas para identificar los rasgos invariantes y la validacién de las
mismas (en mayor grado). Tanto en este momento como en el anterior:
la argumentacion que se prevé es inductiva; la tripleta de roles del
profesor sigue surgiendo de manera simultanea; y se sigue utilizando
la técnica del debate cientifico. Por ejemplo, cuando se le pide al
alumno sobre los triangulos semejantes, las preguntas detonantes son:
;qué caracteristicas observas en los tridngulos sombreados?, ;qué
tienen en comdn?, ;qué argumento geométrico valida tu respuesta?
En esta parte, hay oportunidad para que se fortalezcan las conjeturas
elaboradas en el momento anterior y los argumentos de validacién
respectivos.

La formalizacién. Finalmente, en este momento didactico, se
pretende llegar a la institucionalizacién. De tal manera que sigue
habiendo un debate donde se da a conocer qué argumentos son
verdaderos. En particular, es en este momento en el que los
estudiantes reconocen que sus aportaciones fueron de mucha ayuda
independientemente si estas fueron falsas o verdaderas. Ademas, el
profesor se desprende de su tripleta de roles y retoma las
producciones de los alumnos y, més atin, aporta, refuerza o esclarece

el significado institucional subyacente a lo trabajado. Los argumentos
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que surgen el fortalecimiento de la conjetura se perfilan hacia la
validacién de la misma, en una tendencia a obtener una demostraciéon
en contexto escolar.

Figura 3.

Estructura de la propuesta diddctica

Actividades )

Actividad 1: Clasificacion de dngulos
Actividades de Actividad 2: Tipos de triangulos respecto a sus lados y dngulos
aseguramiento de Actividad 3: Angulos comprendidos entre dos rectas paralelas y una transversal.
nivel de partida Actividad 4: Criterios de semejanza de tridngulos.
(ANP) Actividad 5: Construccién de tridngulos, rectas, puntos e identificacion de éngulos,
en el contexto de plegado de papel.
Actividad 6: Tleo de lag herramientac hasicas de Gea(iebra

—_———————

Apelando a la intuicién: Mediante construcciones geométricas con plegado de papel,
se arriba a una aproximacién (por casos particulares) a la conjetura. La diversidad de
resultados que se tiene lleva a la basqueda de una caracteristica invariante. De este

mada ce inicia con el nacn de la narticnlarizacian a la oeneralizacian

4 )
Hacia la visualizacién dindmica: Se realiza la simulacion de las actividades
desarrolladas con el plegado de papel en GeoGebra con el fin de promover la
generalizacion a partir de la visualizacion y, con ello, dar pie al fortalecimiento de la

caonietiira ane da a lnoar al Tearema de 1a Ricectriz

\, J
( )

Hacia la formalizacién: Con énfasis en los resultados ya obtenidos, enunciados
conjeturales (relativos a la argumentacion inductiva) y aquellos que son argumentos de
validacién o pertinencia de tales conjeturas (relativos a la argumentacion deductiva a
modo preliminar). El fin es perfilar la conjetura con vias a la demostracion matematica
en contexto escolar.

-- J

Secuencia
didactica
Teorema de la
Bisectriz

O ——————————————
Momentos didacticos

En los tres momentos ha de estar instaurado el Debate Cientifico
para la elaboracién, refutacion y fortalecimiento de conjeturas. Las
conjeturas que se espera que surjan son de dos tipos: a) Identificacion
de rasgos invariantes, relativos a argumentacién inductiva, b),
Validacién de tales identificaciones, perfilados hacia la argumentacion

deductiva.

Recoleccion de datos

En sintonia con Chan, Carmel, & Claker (2019) el video es una

herramienta de investigacion que proporciona un registro de
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actividad en el aula rica en detalles y oportunidades para volver a
hacer andlisis.

Para la recoleccién de datos se hizo uso de la videograbacién con
tres camaras. En la figura 4 se muestra la forma en la que organizaron
las camaras.

También se recolect6 una grabaciéon de audio por cada equipo,
fotografias, hojas de trabajo, la recoleccién de los productos del
doblado de papel y el producto de las construcciones en GeoGebra.
Figura 4.

Arreglo de las videocdmaras.

Pizarron
Equipo 4
Equipo 1 D

Camara moévil Camara movil w
para los equipos

o

para los equipos

Equipo 2 i
aup Céamara fija Equipo 3
enfocada para toda

Analisis de datos

Para el andlisis de datos se tiene pensado utilizar un instrumento de
observacién que contenga caracteristicas y criterios correspondientes
a los elementos tedricos y metodolégicos. AuUn estd en proceso de
construccion. Este instrumento servira para valorar el estatus de los
argumentos que surjan, asi como los roles del profesor y los
estudiantes.

Reflexién preliminar

Hasta el momento solo se ha desarrollado una prueba piloto de la
secuencia didéctica. En la implementacién, se procuré contar con
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todos los recursos didacticos, el espacio, y mobiliario adecuado, pese
a las dificultades que se tuvieron, fue gratificante desarrollar esta
actividad pues permitié a los estudiantes profundizar un concepto
matematico, mediante algo tangible y observarlo dindimicamente en el
software de GeoGebra y en grupo construir una conjetura. También el
desarrollo de esta actividad me permite ver las cosas a modificar, los
detalles que atn faltan por pulir, como por ejemplo la puntualizacién
del planteamiento de preguntas, la enfatizacién de los conocimientos

previos, la observacion de los detalles.

En el primer momento didactico se formaron equipos con seis
alumnos, pero la produccién de resultados fue de manera individual,
se trabajé con material concreto que fue el papel vegetal, mediante
indicaciones del profesor se realizaran dobleces sobre el papel, entre
sus equipos compartian dudas, comentarios, opiniones tanto de los
construido como de lo observado. En ese momento los alumnos
encontraron variantes de sus construcciones, a partir de ello
empezaron a argumentar y crear sus propias conjeturas al darles
respuestas a las preguntas intervenidas por el profesor quien

desempenaba una tripleta de roles aleatoriamente.

En el segundo momento diddctico siguieron reunidos en equipos
(los mismos equipos del primer momento didactico), cada equipo
trabaj6 con un computador, ahi se reconstruyé de manera virtual en
el software de GeoGebra lo trabajado con el papel vegetal, el resultado
de este momento fue validar o refutar algunas de las argumentaciones
que aportaron los alumnos en el primer momento, fue de gran utilidad
el uso de este software pues permite mover los vértices del tridngulo
para observar los diferentes casos de la construccién indicada por el

profesor.

En el tercer momento diddctico los alumnos siguieron reunidos en

equipos, donde los equipos compartieron en forma grupal su
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resultado, este fue el momento donde el profesor toma a manera de
“lluvia” los enunciados de los equipos, exponiendo de manera grupal

sus argumentaciones y consolidando una conjetura.

En esa prueba piloto se pudieron obtener algunos aspectos a
tomar en cuenta para un redisefio, tanto positivos como negativos:
e En necesario garantizar el aseguramiento del equipo, mobiliario e

instalaciones, pues permite el desarrollo de la secuencia didactica en un
ambiente adecuado.

e El énfasis de las actividades del aseguramiento de partida es de vital
importancia, ya que potencializa con mayor probabilidad un resultado
eficaz.

. El acompafiamiento, como auxiliar docente, durante el semestre completo

fue de gran apoyo para conocer e interactuar con mayor libertad con el grupo.

e  El prever material adecuado para las actividades, también es indispensable.
En este caso fue importante ya que se utilizé el papel vegetal y el software de

GeoGebra para poder desarrollar la secuencia didactica.

e  El planteamiento de las preguntas debe ser mas puntual y especifico. En esta
prueba piloto se observé que el planteamiento de las preguntas se llevé a
confusion. El replanteo servird para evitar situaciones como estas y a que se

tenga una mejor comprension de lo que se pretende realizar.

e  Esta prueba piloto permitié hacer una eleccion para desarrollar la secuencia
didéctica con algunos del grupo implementando un criterio de seleccién, y

asi extraer algunas intervenciones para su andlisis.

e  Utilizar y mostrar la técnica del debate cientifico en las actividades del
aseguramiento de nivel de partida fue provechoso porque permitié instaurar
en ellos esta técnica y crear un ambiente conocido (mini comunidad
cientifica) entre los estudiantes (cientificos) al desarrollar las actividades.

Por ello, el quehacer para la mejora de un redisefio requerira de
un replanteamiento de preguntas, un aseguramiento de apoyo de
mobiliario, instalaciones y materiales. Respecto a la parte de la
ejecucion de la secuencia didéactica convenga mds hacer mucho
hincapié en instaurar en las actividades del aseguramiento de nivel de
partida la técnica del debate cientifico y hacer un criterio de seleccién
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de algunas intervenciones de algunos alumnos para el anélisis de los
datos.
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Awvances de Investigacion: Nivel Medio Superior

La probabilidad en el bachillerato universitario:

experiencia en una situacion de geometria8

Nayely Guticrrez Villa - José Marcos Lopez Mojica ©
17105@uagrovirtual.mx

El presente informe de investigacion se desprende de uno mas amplio que
procura caracterizar la comprensiéon del enfoque frecuencial de la
probabilidad en el sistema del nivel medio superior de la Universidad
Auténoma de Guerrero. La pregunta que aqui se responde es ;cuales
nociones de probabilidad surgen en estudiantes del tercer semestre del
bachillerato universitario en una situacién de geometria? Para lo anterior
se aplican Tres Ejes Rectores (epistemolégico, cognitivo y social) como
elementos tedricos, en una actividad de ensefianza sobre el trazo aleatorio
de rectas dado cierto nimero de puntos. Los instrumentos para la
experiencia de ensefianza fueron: guién de clase y hojas de control para los
alumnos, como técnica se aplicé la videograbacién y su transcripcién para
su posterior andlisis. Los primeros hallazgos sugieren una ausencia de la
probabilidad en el plan de estudio del nivel educativo en cuestiéon y su
desvinculacién con la estadistica; de la ensefianza, con los desempefios de
los estudiantes, se propone una caracterizacién de la comprensién para

desarrollar del pensamiento probabilistico.

Palabras Clave: Probabilidad, comprensién, bachillerato,

experiencia de ensefianza

8 Gutiérrez, N. y L6pez, J. (2020). La probabilidad en el bachillerato universitario: experiencia
en una situacién de geometria. En M. Méndez, M. Ferrari & N. Marquina (Eds.). Reflexiones
sobre la prictica docente de matemdticas Vol 1 (pp. 117-136). Facultad de Matematicas, UAGro.
Acapulco, Gro., México.
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1. Introduccion

Uno de los fenémenos actuales que vive la sociedad es el acceso
inmediato a una gran cantidad de informacién. Esto ha llevado a crear
tendencias en la educacién que promuevan la interdisciplinariedad.
Una de ellas es la llamada STEM (Science, Technology, Engineering
and Mathematics), en cuyos pilares estdn las matematicas. En ese
sentido, una cultura hacia la probabilidad y la estadistica del
ciudadano promoveria un razonamiento estocéstico. El término
alfabetizacion probabilista (cultura probabilista o cultura basica en
probabilidad) hace referencia a la importancia del conocimiento
probabilistico elemental en los ciudadanos y para su interaccién en la
vida cotidiana (Batanero 2005, 2006; Sanchez 2009). Gal, por su parte,
menciona la necesidad de una adecuada cultura estadistica, ya que:
(1) la probabilidad es una parte importante de la estadistica, que sirve
como base para estudiar temas mas avanzados; (2) ayuda a preparar
para la vida cotidiana, porque se identifican eventos aleatorios y
fenémenos de azar, en el ambito personal y profesional (Gal, 2005,

tomado de Rodriguez, Diaz-Levicoy y Vasquez, 2018).

En exploraciones recientes se ha comprobado poca importancia
al contenido de la probabilidad y que se refleja en los planes y
programas de estudio desde el nivel preescolar hasta el bachillerato
(Lopez-Mojica, Ojeda y Salcedo, 2018). Lo anterior no esta alejado a lo
que se presenta en el sistema bachillerato de la UAGro, pues hay una
incongruencia entre las competencias disciplinares para la unidad
tematica “El azar y su medida” con los componentes de competencia

conceptual y procedimental para estos temas.

Dado lo anterior, se analiz6 el programa de estudio de la unidad
de aprendizaje “Estadistica” que se imparte en el cuarto semestre del

bachillerato de la UAGro, segtin el nuevo modelo educativo (UAGro,
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2010). Con el fin de identificar en una primera aproximacion la unidad
relativa a la probabilidad.

La unidad de aprendizaje “Estadistica” est4d conformada por tres
unidades temaéticas: 1) El azar y su medida, 2) Estudio de una variable
y 3) Estudio de dos variables. Las dos tltimas estdn enfocadas a la
estadistica descriptiva, mientras que en la primera contiene conceptos
sobre probabilidad (Tabla 1).

Tabla 1.

Contenido temitico de la unidad de aprendizaje de Estadistica

Unidades de competencia

El azar y su medida

Estudio de una variable

Estudio de dos variables

La probabilidad

Experimento o fenémeno
aleatorio
Espacio muestral
Técnicas de conteo

Variable aleatoria

Distribucién Binomial

Distribuciéon Normal

Poblacion y muestra
Tipos de muestreo
Tipos de variables y sus
escalas

Tablas de distribucion de
frecuencias

Medidas numéricas
descriptivas

Técnicas graficas

Tablas de doble entrada

Gréficas para datos
bivariados

Asociacion lineal entre dos
variables cuantitativas

Asociaciéon entre dos
variables cualitativas

Regresion lineal simple

Nota: Adaptado del programa de estudios de la unidad de aprendizaje de Estadistica
(UAGro,2010)

De acuerdo con la distribucién de temas se identifica que en la
Unidad 1 “El azar y su medida” esta lo concerniente a la probabilidad.
En la tabla 2 se muestra a detalle esa unidad de competencia, los
componentes de competencia de la unidad de temaética en cuestion se
clasifica en tres secciones, primera seccion denominada Conceptuales,
segunda secciéon Procedimentales y tercera seccion Actitudinales, en

la cuales, en la segunda seccién en la se encontr6 el tema de estudio
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“Distingue los enfoques clasico, frecuencial y subjetivo de la
probabilidad”, el cual es referente al contenido para su posterior
andlisis en este documento (ver tabla 2).

Con lo consultado hasta el momento es de interés responder aqui
¢ cudles nociones de probabilidad surgen en estudiantes del tercer semestre del
bachillerato universitario en una situacion de geometria?, plantear y
responder una pregunta de esta naturaleza permitird identificar
nociones previas a los conceptos formales antes de su introduccién en
la unidad de aprendizaje correspondiente. Autores como Heitele
(1975) y Fischbein (1975) sefialan como elemento importante el
desarrollo de nociones probabilisticas tan temprano como sea posible,
en ese sentido se consideré primordial iniciar en un curso de
matematicas previo. Por lo tanto, el objetivo del proyecto es
caracterizar el enfoque frecuencial de la probabilidad en el sistema de
nivel medio superior de la Universidad Auténoma de Guerrero.

Tabla 2.

Contenido temdtico en la unidad de competencia “El azar y su medida”

COMPONENTES DE COMPETENCIA

CONCEPTUALES PROCEDIMENTALES ACTITUDINALES

Probabilidad Define la probabilidad Establece relaciones positivas con
sus companeras.

Experimento o fenémeno Identifica algunas aplicaciones de  Respeta los compromisos de

aleatorio la probabilidad trabajo adquiridos
Espacio muestral Identifica y describe las variables  Recolecta con precisién los datos
aleatorias necesarios para resolver un
problema
Técnicas de conteo Resuelve problemas que  Es disciplinado al registrar las
involucran probabilidades  observaciones de un experimento.

utilizando la distribucién Binomial

Variable aleatoria Expresa el significado de  Alinvestigar un hecho analiza con
fenémenos y/o  experimento  objetividad las fuentes de
aleatorio informacién.

Distribucién binomial Distingue los enfoques clasico,
frecuencial y subjetivo de la
probabilidad
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Distribucién normal Describe y construye espacios
muestrales

Resuelve y representa eventos
aleatorios

Aplica las reglas de la técnica de
conteo

Calcula probabilidades de eventos
aleatorios

Elementos teoricos

Los elementos tedricos de la investigacion se ajustan a la propuesta de
Tres Ejes Rectores sehalados en Ojeda (2006): epistemoldgico, cognitivo y
social. La cual consiste en estudiar la comprensiéon de ideas
fundamentales de estocasticos (conceptos de probabilidad y
estadistica) en el sistema educativo mexicano (Ojeda, 2006). Para el
informe que aqui se presenta nos centraremos en el eje epistemolégico,
éste se orienta por el conocimiento sobre el azar, la probabilidad y la

estadistica.

Por lo tanto, en el eje epistemologico el primer referente es
Heitele (1975) que propone diez ideas fundamentales de estocésticos
como guia para un curriculo en espiral que parta de un plano intuitivo
y arribe a uno formal, para garantizar de cierta manera continuidad
en el conocimiento. Su sustento son los estudios del origen de la idea
de azar en el individuo (Piaget e Inhelder, 1951), el desarrollo de la
teorfa de la probabilidad y el desempefio de los adultos en situaciones
de incertidumbre (Heitele, 1975). Para el autor una idea fundamental
es “aquella que proporciona al individuo modelos explicativos tan
eficientes como sean posibles en los distintos niveles cognoscitivos y
que difieren en su forma lingitiistica y niveles de elaboracién no de

manera estructural” (Heitele, 1975, pag. 2; traduccién Ojeda, A. M.).
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Las ideas fundamentales son: medida de probabilidad, espacio
muestra, regla de la adicién, regla del producto e independencia,
equidistribucién y simetria, combinatoria, modelo de wurna y

simulacién, variable aleatoria, ley de los grandes ntiimeros y muestra.

Por otra parte, Lopez-Mojica y Aké (2019) establecen que para
fomentar una comprensién de la probabilidad es necesario desarrollar
tres enfoques, intuitivo, clasico y frecuencial; es decir, el enfoque
intuitivo expresa en menor o mayor grado la probabilidad segun la
percepcion del individuo.

Figura 1.

Interrelacion de los enfoques de la probabilidad.

[ Enfoque clasico ]

A
Enfoque intuitivo ] —_—] —_— Enfoque axiomatico ]
A

[ Enfoque frecuencial ]

Nota: Tomado de Lépez-Mojica y Aké (2019)

Lo anterior permitiria al individuo establecer elementos para
estructurar argumentos matematicos encaminados a razonar sobre la
situacion aleatoria que se esté analizando. Ademads, se promoveria la
interpretacion y comprensiéon de procesos hacia la estructura de la

matemadtica en relacion a la situacion aleatoria (Lopez-Mojica y Aké,
2019).

Dado el espacio del documento y la pregunta de investigacién,
aqui se limitard s6lo a emplear los tres primeros enfoques de
probabilidad en la experiencia de la situaciéon de geometria que
vivieron los estudiantes en la actividad matemaética propuesta y
descrita en este documento. Por lo tanto, el enfoque intuitivo de la

probabilidad se ha interpretado como el grado de creencia de una
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persona en la ocurrencia de los posibles resultados de una situacién
azarosa (Fischbein, 1975).

El enfoque clésico se interpreta como la razén entre el ntimero de
casos favorables con el nimero total de casos posibles, siempre y
cuando éstos sean igualmente posibles. Se tiene que n representa el
numero de casos favorables del evento A, N es el namero total de casos
posibles, por lo tanto (Laplace,1814):

P(A) =%

El enfoque frecuencial se interpreta como la estimacién de la

probabilidad de un evento con base en su frecuencia relativa (nf) de

ocurrencia en una secuencia grande de repeticiones del fenémeno
aleatorio. Es decir, si un fendmeno se repite n veces bajo las mismas
condiciones y nA de los resultados son favorables a ese evento A, el

limite de nTA, conforme n se vuelve grande, tiende a la probabilidad de

A (Reyes, 1997):

n
P(4) = lim f, = lim A

-0 N

. Procedimiento de la investigacion

La investigacion es de tipo cualitativa (Vasilachis, 2006) y se
desarrolla en tres fases, para el presente s6lo presentamos lo
correspondiente a dos de ellas, indagacién y ensefianza. La primera
consisti6 en el analisis del programa de estudios del bachillerato de la
UAGro. La intencién fue sefalar el tratamiento de la probabilidad en
la propuesta institucional. De lo anterior se identificé una ausencia
para estocdsticos en el programa en cuestién. A consecuencia, se

decide aplicar una actividad en un contexto geométrico con la
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finalidad de conocer las nociones de probabilidad que surgen en los
estudiantes.

La actividad de ensefianza fue tomada de Salcedo (2013), para la
cual se disefi6 un guién de clase para identificar las ideas
fundamentales de estocésticos. Los resultados se registraron mediante
la videograbacion, produccién en la hoja de control y material
tangible. Para el andlisis e interpretacion de los resultados se aplicaron

criterios de andlisis propuestas por Ojeda (2006).
Criterios de andlisis

En ese sentido Ojeda (2006) establece que, en el andlisis de la
presentacion de una situacion estocéstica, para y en la ensehanza,
conviene no solo referirse a las ideas fundamentales de estocéasticos,
sino distinguirlos de los otros conceptos matematicos que se requieren
en la situacién cuyo foco son los primeros (Ojeda, 2006). Ademas, lo
anterior se complementara con los datos provenientes de los recursos
semibticos con soporte grafico (lengua natural escrita, dibujos,
graficas, diagramas, notacién matematica) empleados para presentar
situaciones con fenémenos aleatorios, asi como el tipo de expresiones

que aluden a los estocasticos. Asi los criterios son:

O Situacion de referencia: compete a la relacién del individuo con su
medio ambiente, el cual condiciona, limita, funda y determina
posibilidades (Abbagnano, 1974).

O Ideas fundamentales de estocdsticos: permiten tener un andlisis
conceptual de la situacién aleatoria, por lo que son medida de
probabilidad, espacio muestra, regla de la adicion, regla del
producto e independencia, equidistribucién y simetria,
combinatoria, modelo de urna y simulacién, variable estocéstica,

ley de los grandes ntimeros y muestra (Heitele, 1975).
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O Otros conceptos matemdticos: nimeros naturales y el cero, su orden,
operaciones aritméticas basicas, razén y proporciéon, producto
cartesiano, por mencionar algunos.

O Recursos semidticos: gréficas, figuras, diagramas, notaciéon
matematica, lengua natural escrita. Ojeda (2006) argumenta que
se hace referencia a “recursos semidticos” en lugar de
“representaciones semiéticas”, ya que esta dultima frase
corresponde a una interiorizacién de los usos de esos recursos,
que no es inmediata a su presentacién (Ojeda, 2006).

O Términos empleados: las palabras y las frases que aluden a

estocasticos, ya sea técnicas o cotidianas (Ojeda, 2006, p. 210).
Situacién de referencia

La actividad de ensefianza fue tomada de Salcedo (2013), la cual
consiste en establecer una serie de preguntas y acciones, en el contexto
de la geometria, e incidir hacia la probabilidad. Es decir, se solicité que
los estudiantes identificaran que en un plano se pueden trazar puntos
de manera arbitraria, con la consigna de que en dos puntos se puede
trazar una Unica recta, se pas6 a preguntar sobre la probabilidad de
elegir una al azar (ver Figura 2).

Figura 2.

Hoja de trabajo para la actividad “Rectas”.

MAESTRIA EN INNOVACION DE LA PRACTICA DOCENTE DE i e
\C i <&

UAGro ATEMATICAS

Nombres da los integrantes de equipo:

@ (Cudntos rectas se pusden trazar en un plano donde hay sats puntos (A, B, €, D, B,
) y nunca hay tres de ellos altneados? Por qué?

b) 156 seloceiona una

osas roctas al azar, ¢ Cudl os la probabilidad de que pase
por ol punto »

©) Laprobabilidad de que pase una de asas rectas al azar por el punto C as la misma
que la da que pase por el punto E? ;Por qué?

&) (Como se ublcarlan los puntos en el plano para que sea n
recta que tomemos al azar pase por alguno de los sels pus

ble qua una
r qué?
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La actividad se ajusté a los enfoques intuitivo y cldsico de la
probabilidad, y pretendié promover nociones matematicas previas a
las formales. Se aplic6é en equipos de tres integrantes y manipularon
carton y chinchetas. (ver figura 3)

Figura 3.

Material utilizado en la actividad “Rectas”

De la aplicacién de los criterios de analisis a la actividad se
obtiene lo siguiente: a) Situacién de referencia: eleccion al azar de una
recta con puntos asignados de manera aleatoria; b) Ideas
fundamentales de estocasticos: medida de probabilidad, espacio
muestra, combinatoria y adiciéon de probabilidad; c) Otros conceptos
matematicos: recta, punto, fraccién; d) Recursos semiéticos: trazos de
rectas, trazos de puntos, puntos coordenados; €) Términos empleados:

seleccion, azar, probabilidad, cémo se ubicarfan, mas probable.

De manera especifica se tiene que, medida de probabilidad se
identifica con la relacién entre el nimero de rectas (a elegir) que
corresponden a cierto punto con el ntimero total de rectas que se
forman con los puntos dados; espacio muestra se identifica con el
conjunto de todas las rectas que se pueden formar con los seis puntos
dados; combinacion apela al arreglo u ordenamiento de las rectas
trazadas, tomadas de dos en dos; regla de la adicion se identifica con la

union de las rectas que pasan por algunos de los puntos.
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Participantes y temporalidad

La actividad de ensefianza fue aplicada a un grupo de 37 alumnos del
tercer semestre (grupo 301, turno matutino) de nivel medio superior
de la Escuela Preparatoria No. 2 dependiente de la Universidad
Auténoma de Guerrero ubicada en la ciudad de Acapulco. Se
aprovech¢ el espacio dado a que la primera autora se encontraba
realizando wuna estancia académica, que corresponde a la
incorporacion en escenario real de ensefianza. Los estudiantes
cursaban la unidad de aprendizaje Matematicas 111, la cual nos pareci6é
indicado para aplicar la actividad ya que, haciendo uso de los
elementos de geometria y estos vistos por ellos en clase, son necesarios

para la actividad en cuestion.

En la unidad de aprendizaje Geometria Plana y Trigonometria ya
se habian presentado los conceptos de punto el cual se describe como
una marca que tiene posicion, sin grosor, ni longitud, recta se refiere a
una sucesion de puntos que se mueven en una misma direccién,
segmento definido como la porcién de una linea recta que esta limitada
por dos puntos extremos (Galindo, Ramirez, Robles, Sosa y
Velazquez, 2006).

La actividad de ensefianza esta contemplada para ser aplicada en
una sesién con duracién de 50 minutos, para la realizaciéon de esta
actividad se conformaron en equipos, los cuales de acuerdo a la
cantidad de alumnos quedaron de la siguiente manera, 10 equipos de
tres integrantes cada uno y un equipo de dos integrantes y material
concreto en una sesiéon de 50 minutos dando un total de 11 equipos. A
cada estudiante se le hizo entrega de una hoja de control y material
tangible, es de mencionar que la actividad fue videograbada para
recoger los datos para su correspondiente transcripcién y permitir el

andlisis de este y hojas de control para los estudiantes.
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Primeros resultados

A la produccion de los estudiantes se les aplicd los cinco criterios
de andlisis (Ojeda, 2006). Por lo que, respecto a las ideas
fundamentales identificamos espacio muestra con el sefialamiento de
todos los pares ordenados de los puntos dados, medida de
probabilidad cuando establecieron la relacion entre las rectas que
pasaban por cierto punto y el total de rectas encontradas y

combinatoria con los pares ordenados de los puntos dados.

Las respuestas de los estudiantes estaban acompanadas de
registros semidticos para complementar sus argumentos, estos fueron:
pares ordenados de los segmentos, trazo de puntos y la unién en
rectas; lengua natural al expresar la cantidad de rectas formadas,
elegidas al azar basado en sus resultados obtenidos de cada uno de los
equipos. También se pudieron identificar sefias relativas al registro de
pares ordenados, en el cual un equipo empled la forma de representar
el espacio muestra con el simbolo {}. También se pudo identificar que
los estudiantes mostraron otros conceptos matematicos, como punto,
recta y segmento, para estos dos tltimos sefalaron la diferencia entre
ellos y cémo se forma. Respecto a los términos empleados, se puede
precisar el uso de expresiones como alineados, equidistar, “5 de 15”
(relacién), plano cartesiano, unién, interseccién. Estos términos

forman parte tanto de contenido geométrico como probabilistico.
Ideas fundamentales de estocisticos

Como ya se adelantdé en los elementos tedricos, las ideas
fundamentales de estocasticos (Heitele,1975) son nuestra base para
tener informacién del acercamiento que tienen los estudiantes con el
pensamiento probabilistico. En este caso, también permiten identificar
las nociones de estos conceptos matematicos por medio del uso del

enfoque clasico de la probabilidad.
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La idea fundamental de medida de probabilidad se pudo
sefialar en uno de los 11 equipos. Por ejemplo, los estudiantes del
equipo numero 10 al cabo de la realizacion de la actividad, cuando se
les plante6 la pregunta que se encuentra en la transcripcion,
identificaron la razén entre el ntimero total de rectas con las que pasan
por un punto dado. En los siguientes episodios, I corresponde al

investigador, E1, 2,3, ..., corresponde a los estudiantes.

I:  ;Si elegimos al azar una recta, cual es la probabilidad de que pase por el
punto C?

Ei:  ;5de15!

Los demas equipos expresaron otras respuestas, como ejemplo
comentaron con cantidad (ntimero), mas no la relacién de esas rectas
con el punto que se plante6; esto debido al alcance que tuvieron al
hacer el trazo de rectas y al registro de éstas.

I:  ;Si elegimos al azar una recta, cudl es la probabilidad de que pase por el
punto C?
Ez 12!

Algo que se identific6 en varias respuestas de los estudiantes fue
la forma en cémo escribian la probabilidad; por ejemplo, el equipo
numero 8 se refieren en porcentaje, el equipo nimero 5 se refieren a
manera de razén y otros tantos en decimal (ver Figura 4).

Figura 4.

Maneras de expresion de la probabilidad

1a uno de esos segmentos al az ‘
-

5y i 2E U o)
J ,“[‘ ) :__'::._ | ~ ’E\%\t & / ‘
PP S PR . P
a. Respuesta del equipo 5 b. Respuesta del equipo #8

En la tabla 3 se presenta el listado de las respuestas dadas por

cada uno de los equipos con respecto a la idea fundamental de medida
de probabilidad.
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Tabla 3.

Expresiones de medida de probabilidad

Pregunta: Si se selecciona una de esas rectas al azar, ;Cual es la probabilidad de que pase
[la recta] por el punto C?

No. Equipo Respuesta
#1
#2 i
12
#3 -
#4 4
#5 P(PC)==
15
#6 3
#7 Porque es uno de los segmentos de los puntos intermedios
#8 38.46%
49 5, porque al multiplicar por los mismos donde aparece este mismo
da como resultado 15
#10 Es de una probabilidad de 45%
#11 3

Respecto a espacio muestra, al cabo de la peticién de ubicar de
manera arbitraria seis puntos dados y con ellos trazar rectas donde
sOlo estuvieran dos puntos de ellos. Algunas de las producciones de
los estudiantes sugieren el uso de esta idea fundamental con el
registro de sus trazos; ademas, con el listado de los segmentos de
rectas. Algunas de las producciones fueron segmentos de rectas,

listados de puntos en dos y tablas de registro.

Con la pregunta “;Cudntas rectas se pueden trazar en un plano
donde hay seis puntos/pines (A, B, C, D, E, F) y nunca hay tres de
ellos alineados? ;Por qué?” se pretendia sefialar las nociones del
espacio muestra, sin embargo, caus6 dificultades para construir el
espacio muestra, una de ellas fue el espacio fisico donde hicieron sus

trazos que no les permitié visualizar el nimero de rectas formadas.

Para la idea de combinatoria lo que se logré es la cantidad de
rectas que formaron con los puntos dados, es decir obtuvieron el

resultado sumando el nimero de las rectas antes mencionadas. Una
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limitante fue el tiempo en que se desarroll¢ la actividad de ensefanza.
Por lo tanto, sélo se enfocaron en hacerlo de forma grafica, es decir,
mediante los trazos de las rectas y los registros de estas. El registro de
los trazos lo hicieron mediante la formacién de las letras asignadas a
cada punto, representado asi a la idea de combinatoria. (ver figura 5)
Figura 5.

Pares ordenados

ORTSghy ~TTT

REGISTRO D¢ GEGMINTOS 301!

AR BC ¢cD pe '
AC BD c€é DF

AD Be CF ¢F

At BF

AF

Con respecto a la idea de la regla de la adicién, la pregunta
asociada fue ;Cémo se ubicarfan los puntos en el plano para que sea
mas probable que una recta que tomemos al azar pase por algunos de
los seis puntos?, no se logré la expresién matematica de la idea en
cuestion, algunos equipos respondieron de acuerdo a su intuicién y/o

con términos matematicos de geometria (ver en la figura 6).

En la figura 6 el equipo 8 responde usando término matematico
de geometria sin llegar a la expresion matematica que corresponde a
la idea fundamental de la regla de adicion.
Figura 6.
Respuesta del equipo 8.

(Como se ubicarian los puntos en el plano para que sea mas probable que un segmento que
tomemos al azar pase por alguno de los seis puntos? ( \\ e © 5

La respuesta dada por el equipo 7 respondié con el sentido de
expresar que, desde el primer punto hasta el dltimo, es decir una sola
recta, muy similar a la respuesta del equipo 8.
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Figura 7.

Respuesta del equipo 7

(Como se ubicarian los puntosen el plano para que sea mas probable que un segmento que

tomemos al azar pase por alguno de los seis puntos? &tg& c\ Serngrd A “ =

Otros conceptos matemiticos

En correspondencia a lo establecido por Ojeda (2006), analizar la
produccién de los estudiantes sobre otros conceptos matematicos, es

indispensable en el desarrollo del pensamiento probabilistico.

De acuerdo con las producciones obtenidas, se identificaron
conceptos de geometria: punto, recta, segmento. Es importante que
toda actividad disefiada para la comprensiéon del pensamiento
probabilistico debe contener elementos de otras areas de las
matemdticas porque son el complemento para asegurar el
conocimiento estocéstico. A continuacion, se presentan lineas de texto
de la transcripciéon de la videograbacién donde se identifican otros

conceptos matematicos.
Recursos semiéticos

En este criterio como parte para la organizacion y tratamientos de los
datos que serdan utilizados en sus respuestas de las preguntas
planteadas en la actividad de ensefianza se hizo uso del material
tangible

Se puede destacar el trazo de puntos en el pedazo de cartén, asi
como la unién de rectas y poder obtener el registro de los pares
ordenados para espacio muestra, algunos equipos utilizaron pares
ordenados, tablas, trazos de segmentos para lo antes mencionado.
Como parte del recurso semiético fue el trazado de las rectas trozo de
carton, chinchetas, regla, colores, lapices. (ver figura 8)
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Figura 8.

Trazo de rectas

Otra forma que hicieron los estudiantes para registrar y ordenar
las rectas fue mediante el uso de una tabla. Es de importancia que los
estudiantes tengan la habilidad de hacer sus registros, para este caso
particular enumeraron el nimero de la recta trazada de acuerdo a los
puntos dados de forma escalonada. (ver figura 9)

Figura 9.
Tabla de registros

|
.

Términos empleados

Durante la aplicacién de la actividad de ensefianza, los equipos
utilizaron términos de geometria y de probabilidad, por mencionar
algunos: alineados, lo cual refiere la colocacién de la recta entre los dos
puntos, equidistar se alude a la colocacién de dos puntos a una
distancia, plano cartesiano se refiere al espacio (trozo de cartén) en que
realizaron los trazos de las rectas; union es el conjunto de rectas

formadas, 5 de 15, este término de contenido probabilistico se refiere a
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la razén de rectas elegidas al azar por el namero total de rectas

formadas con los seis puntos.

Los términos que emplearon los estudiantes son parte de la
ensefianza para el proceso del pensamiento probabilistico y del
contenido geométrico, por lo tanto, se puede comprender que existe

un acercamiento de las nociones de probabilidad.

Conclusiones

Lo interesante de los resultados generados es que el grupo de
estudiantes que desarrollaron la actividad evidencian haber
comprendido el contenido matematico tanto de geometria plana y de
los elementos teéricos propuestos en este documento. Esto se
identific6 mediante los criterios de andlisis permitiendo conocer que
algunos equipos tienen nociones de probabilidad vistos en niveles

educativos anteriores.

Se pudo observar que el pensamiento probabilistico hace uso de
otros contenidos matematicos, de recursos semioéticos, de las ideas
fundamentales de estocasticos, que permitirdn arribar al
razonamiento probabilistico y dar valor representativo a la

informacion.

De acuerdo con la pregunta planteada en este documento, que
los estudiantes de bachillerato de tercer semestre tienen nociones de
probabilidad sin cursar atin la unidad de aprendizaje referente a
estocdsticos, se entiende que estas nociones han estado presentes por

los niveles educativos anteriores.

Las nociones de probabilidad que se identificaron fueron los
pares ordenados que ayudaron para el espacio muestra, la
combinacién mediante el conteo de los pares ordenados, la medida de
probabilidad, que este caso fue el enfoque clasico, expresando la

forma de razon mediante el namero de rectas trazadas. Estas nociones
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son parte de las ideas fundamentales de estocésticos. Por lo tanto, se
reflexiona que es posible promover el pensamiento probabilistico en
distintas situaciones.

Es de suma importancia que el sistema educativo nacional
retome los contenidos de la probabilidad, sean valorados como forma
de pensamiento y toma de decisiones, que no solo se vea como un

conjunto de reglas y férmulas.
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Awvances de Investigacion: Nivel Medio Superior

Modelacién~covariacién en la caracterizacion de las
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Este es un reporte de un proyecto de investigacién en proceso, el
cual versa sobre la significacién de las funciones polinémicas
(primer, segundo y tercer grado) mediante la modelacién y los
niveles de razonamiento covariacional. Se ha elaborado un
experimento de ensefianza que consta de tres disefios de actividades
matematicas basadas en la categoria Socioepistemoldgica de
modelacién escolar, la cual promueve el analisis del desarrollo de
niveles de razonamiento covariacional en estudiantes de nivel
medio superior. Se reportan los alcances de una de las actividades
matematicas, sobre funcién de primer grado, y se identificé que se
alcanz6 tinicamente el nivel I, esto debido a que la actividad no pudo

desarrollarse completamente.

Palabras Clave: Modelacion escolar, razonamiento covariacional,

funciones polindémicas, experimento de ensefianza.

Introducciéon

Estudios realizados en muchos paises indican que los problemas
con el aprendizaje de las matemaéticas no son de orden local o regional,
sino de orden mundial (Tall, 1992; Artigue, 2000; Garcia, 2013). Las

matemadticas se ensefian de manera masiva, descontextualizada y

9 Zuaniga, K. y Méndez, M, (2020). Modelacion-covariacion en la caracterizacién de las
funciones polinémicas: Exploracion para la funcién de primer grado. En M. Méndez, M.
Ferrari & N. Marquina (Eds.) Reflexiones sobre la prictica docente de matemdticas Vol 1 (pp. 137-
156). Facultad de Matematicas, UAGro. Acapulco, Gro., México.
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algoritmizada, lo que convierte su aprendizaje en un proceso formal,
ligado a una serie de reglas, axiomas, postulados y teoremas,
constituyendo estos aspectos un fin en si mismo lejos de la realidad
cotidiana, incluso en muchos casos tal aprendizaje se reduce a un nivel
que roza con la aritmética gracias al uso de calculadoras, donde lo
tnico que se vuelve importante es la obtencién, ojala correcta, de las

respuestas a los ejercicios presentes en algtin texto o propuestos por el
docente (Garcia, 2013; Salinas y Alanis, 2009).

Esta descontextualizacion y desarticulacién de la ensehanza de
las matemaéticas ha ido afectando a sus diversas areas de estudio, el
drea que interesa en esta investigacion es el Calculo, mismo que su
enseflanza y aprendizaje tiende a presentar un alto nivel de
desarticulacién con el contexto epistemoldgico o social, lo que ha
obligado al educando a realizar la titanica labor de ser él quien procure
integrar los distintos saberes aprendidos como un todo, aspecto que

evidentemente no es facil de lograr.

Respecto a su ensefianza, investigaciones realizadas por Moreno
y Rios (2006) destacan dos visiones sobre la ensefianza del Calculo: la
vision tradicional y la vision moderna. La primera visién se enmarca una
concepcioén clasica de la ensefianza, donde el énfasis se coloca en la
memorizacién de técnicas y reglas que no tienen vinculacién con la
realidad y dan la impresiéon de que la matematica sélo existe en el

momento de la clase.

La segunda vision, llama la atencién a que se debe hablar del
aprendizaje como construccion de significados para que el estudiante
construya el conocimiento de acuerdo a su contexto y en las
orientaciones provenientes del profesor que no debe ser visto como
un transmisor de saberes, sino como el otro participante del proceso
de aprendizaje que junto al alumno construye el conocimiento, lo cual

significa que su actividad se dirige a promover la organizacion,
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interpretacion y comprensién del material informativo para que sea el

mismo estudiante el que decida el qué y el cémo de lo que aprende.

El interés, se ha puesto en esta segunda visién de la ensefianza
del célculo, en donde se busca proponer situaciones de aprendizaje
para la matemética escolar en donde se signifiquen saberes

matematicos, en especifico sobre funciones.

Problemas como este han sido tema de estudio tanto
cuantitativamente como cualitativamente de manera muy detallada
en las tltimas décadas, pero es evidente que atin se esta lejos de poder
resolverlos, lo que propici6 la generacién de una nueva disciplina del
conocimiento denominada “Matemaética Educativa”, la cual va mas

alla de ser un simple cruce entre la pedagogia y las matematicas
(Garcia, 2013).

A partir de esta disciplina, las investigaciones desarrolladas
parten de la expectativa que es posible enfrentar los problemas del
aprendizaje de las matematicas si se toma en cuenta que dicho
aprendizaje esta afectado por multiples variables. Estas son tanto de
orden psicoldgico (que incluye aspectos cognitivos y emocionales),
como epistemoldgicos (que se debate sobre lo que es hacer
matematica), curriculares (qué es lo que se debe aprender y cuando) y

didacticos (como se deben ensefiar y para qué) (Cordero, 2005).

Ante esto, se han creado teorias y metodologias que tratan con
los problemas del aprendizaje que nos ocupa. Dentro de estas teorias,
reconocemos los aportes hacia el Calculo en la linea de investigacion
de la covariacién y del razonamiento covariacional, el primero es la
relacién de dos cantidades que varfan simultdneamente y el segundo
es una herramienta para saber el nivel del entendimiento de la
covariacién, en tanto que ambos permiten la comprensién de la nociéon

de funcioén (Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y Hsu, 2002; Confrey y Smith,
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1995; Ferrari, Martinez y Méndez, 2016). Y de la linea de la
modelacioén, en particular la categoria de modelacién escolar (Méndez
y Cordero, 2012; Méndez 2013) basada en principios tedricos
Socioepistemolégicos, en tanto permite el estudio del comportamiento
de situaciones de variacion a través de précticas de modelacion
(Observar, tomar decisiones, interpretar, organizar, especular,

calcular, ajustar, postular, adaptar y consensuar, entre otras).

Partiendo de este antecedente, nuestra hipétesis es que las
practicas de modelacion orientan el desarrollo de los niveles de
razonamiento covariacional, y para dar evidencia de ello se hace una
propuesta de experimento de ensefianza, teniendo como objetivo la
significacion de las funciones polinémicas (primer, segundo y tercer
grado) mediante la modelacién y los niveles de razonamiento

covariacion.

Este reporte muestra una exploracién de la primera actividad
matematica que tiene como objetivo particular significar a la funciéon
de primer grado a partir de una situacién de llenado de recipientes
cilindricos, este ha permiti6 reflexionar sobre como mediante la
modelacién del llenado de recipientes se comprende la covariacion de
dos variables y en qué niveles de razonamiento covariacional se
alcanzan.

En términos generales consideramos a la propuesta, que incluye
la modelacién y la covariacion para significar a la funcién de primer
grado, una innovacién sobre la forma de desarrollar este tema en la

matematica escolar.

Marco conceptual

Los elementos tedricos que se sostiene esta investigacion
devienen de la categoria de modelacién escolar (Méndez, 2013,
Méndez y Cordero, 2014) y de las investigaciones sobre la covariacién
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y los niveles de desarrollo del pensamiento covariacional (Ferrari,
Martinez & Méndez, 2016; Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y Hsu, 2002) ,
mismos que se desarrollan independiente en la disciplina, este escrito
muestra la primera vinculacién entre constructos tedricos, y se plantea
la hipétesis sobre esta union, la modelacién promueve los niveles de

razonamiento covariacional.

La categoria de modelacion escolar

En esta investigacion se adopta a la modelacién desde el seno de
la teoria Socioepistemoldgica, la cual reconoce que las construcciones
de conocimiento, son una produccién social que cambia y transforma
la naturaleza y la sociedad; que los conocimientos tienen un origen
y una funcién social asociada a un conjunto de practicas, de modo
que existe una relacion entre la naturaleza del conocimiento y las
actividades mediante las cuales y en razén de las cuales dichos
conocimientos son producidos (Cantoral, 2013). Por lo que se acepta a
las practicas sociales como la base de conocimiento, en la medida en
que son el sustento y la orientacién para llevar a cabo una construcciéon

social del conocimiento matematico.

Se estudian las practicas sociales (PS) y su funcionamiento en la
construccion del conocimiento matematico, esto para elaborar
categorias de conocimiento que promuevan, en el discurso
matematico escolar, una matemadtica funcional evidenciada en el
desarrollo de usos del conocimiento matematico ante situaciones
especificas. En la teoria se concibe a la modelacién en tres planos, la
primera como una de estas PS, a la cual el saber matematico debe su
origen, su razén de ser y su significado; en un segundo plano se
plantea como categoria de conocimientos matemdtico en tanto es un
puente entre lo tedrico y aquello que puede vincularse con el discurso

matemadtico escolar y finalmente como una eje para la elaboracién de
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actividades matemaéticas, en las cuales se hace explicito cémo
promover la construccién del conocimientos matematicos (Méndez y
Cordero, 2014).

En nuestra categoria de modelacién escolar (Méndez y Cordero,
2014; Méndez, 2013; Méndez y Cordero, 2012), la experimentacién, es
esencial pues permite vivenciar y examinar una situacién concreta,
por ejemplo el caso del llenado de los recipientes, esto puede ser una
simulacién, evocacién o situacién real lo que provoca acciones
concretas para describir, entender y comunicar lo que sucede, para
esto se recopilan datos (numéricos o gréficos) y se generan
procedimientos que producen herramientas de variaciéon para la
prediccién, optimizacién, unién y/o andlisis de la experimentacion.
Esto provoca la resignificacién de usos de conocimientos matematicos
(Cordero, 2001) en tanto se construyen significados para los saberes

matematicos.

Desde esta vision, no existe modelacién sin experimentacion, y
es el proceso de tratamiento de los datos como herramientas que esta
ejerciendo la modelacioén, y el fenémeno se convierte en lo modelado
y los datos en el modelo (Arrieta y Diaz, 2015).

La categoria de modelaciéon escolar funciona como el eje de
argumento que organiza patrones de comportamiento involucrando
las condiciones o criterios de una situacién especifica, favoreciendo la
constitucion de ciertos conocimientos matemaéticos. Es decir, los
disefios de actividades matematicas siguen una estructura en tanto el
tipo de preguntas que promueve una forma de proceder. Se espera
que los participes puedan construir y desarrollar su conocimiento

matematico en las actividades.

Las actividades provocan el desarrollo de redes de usos de
conocimientos matemadticos (drucm), en la caracterizacién de

comportamientos de tipos de variacién. El nticleo o corazén de este
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drucm (figura 1), es lo que hace que emerjan los usos de graficas-
tablas-expresiones analiticas como herramientas que permiten
estudiar, explicar y conjeturar sobre la variacién local o global, para
describir tendencia o caracterizar un comportamiento. Estos usos de
conocimiento matematico pueden ubicar las producciones de los
estudiantes en niveles especificos de covariaciéon.

En los disefios los usos aparecen como argumentos que los
actores emplean para organizar comportamientos y variaciones
mediante la comparacion de dos estados, los cambios de condiciones
en la experimentacién y sus implicaciones en las variaciones en una
grafica o datos numéricos hasta llegar al estudio de operaciones de
corte lé6gico-formal. Estas construcciones son enlazadas por précticas,
que llamaremos practicas de modelacién, como interpretar, analizar,
especular, graficar, calcular, organizar, postular, adaptar y
consensuar, entre otras, que son el puente entre una herramienta y
otras y lo modelado.

Figura 1:

El niicleo de la categoria de modelacion

Nota: Tomado de Méndez (2013, p.61)

147

Reflexiones sobre la practica docente de matematicas Vol 1



Modelacion-covariacion en la caracterizacion de las funciones polindmicas...

dal &

Covariacién y razonamiento covariacional

La covariacién se concibe como un constructo usado para
estudiar coémo se relacionan dos variables que cambian
simultdneamente (Saldanha y Thompson 1998), pensar en la
covariacién como la coordinacién de secuencias encaja bien con el
empleo de tablas para presentar estados sucesivos de una variacién o
bien para describir como va cambiando una variable cuando la otra

cambia.

Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y Hsu (2002) definen el
razonamiento covariacional “como las actividades cognitivas
involucradas en la coordinacion de dos cantidades variables mientras
que atiende a las maneras en que cambia una variable respecto a la
otra” (p.354) y es utilizado para analizar, interpretar y representar el
comportamiento de funciones que modelan fenémenos dindmicos que
involucran estas dos variables. Mientras que los niveles de
razonamiento covariacional describen el desarrollo que se alcanza por
los estudiantes, en términos de acciones mentales involucradas al
interpretar y representar eventos de funciéon dindmica (Ferrari,
Martinez & Méndez, 2016; Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y Hsu, 2002).

Se consideran cinco acciones mentales de razonamiento
covariacional las cuales tienen comportamientos asociados, estas
acciones no visibles que los individuos aplican a objetos materiales o
inmateriales son accesibles a terceros a través del medio simbélico. A
un estudiante se le da una clasificacion de nivel de acuerdo con la
imagen general que aparece para apoyar las diversas acciones
mentales que exhibié en el contexto de un problema o tarea. Estos
niveles emergen en una secuencia ordenada y se dice que se ha
alcanzado un nivel de desarrollo cuando se apoyan las acciones
mentales asociadas con ese nivel y las acciones asociadas con todos los

niveles anteriores (véase tabla 1) (Carlson, et al. 2002).
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Tabla1

Niveles de razonamiento covariacional

Accién Mental 1
(MA1): Coordinar Nivel 1 (L1).
el valor de una Coordinacién )
variable con Nivel 2
cambios en la otra. (L2). .
) - Direccion Nivel 3 (L3).
Accion Mental 2 (MA2): Coordinar la Coordinacion
direccion de cambio de una variable cuantitativa Nivel 4

con cambios en la otra variable. (L4). Tasa

di Nivel 5 (L5).
Accion Mental 3 (MA3): Coordinar la cantidad de promedio Tasa

cambio de una variable con los cambios en la otra Instantinea
variable.

Accion Mental 4 (MA4): La coordinacién de la tasa media de cambio
de la funcién con incrementos uniformes de cambio en la variable de
entrada.

Accién Mental 5 (MA5): Coordinando la tasa instantdnea de cambio de la funcién con
cambios continuos en la variable independiente para todo el dominio de la funcién.

Nota: Tomado de Ferrari, Martinez y Méndez, 2016

2.3. Articulacion de los niveles de razonamiento covariacional

y las prdcticas de modelacion

Interesa hacer explicito como la modelacién promueve los niveles de
razonamiento covariacional. Por esta razén nos interesa reflexionar
sobre la vinculacién de los niveles del razonamiento covariacional con
la categoria de modelacién escolar, la primera impresién es que esto
es mediante las précticas de modelacién y los usos de conocimiento

matematico.

La tabla 2, muestra una articulacién que nos permitira analizar e
interpretar el comportamiento de situaciones de variaciéon que
involucran dos cantidades simultdneamente cambiantes a partir de las
préacticas de modelacién puestas en juego. En cada uno de los niveles
se describen las practicas de modelacién que guian su desarrollo, y las

acciones mentales correspondientes a cada uno de los niveles.

Tabla 2
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Pricticas de modelacion para promover el razonamiento covariacional

i::’; Articulacién de los niveles de razonamiento covariacional y practicas de modelacién

Accion Nivel 1. Nivel 2. Nivel. 3 | Nivel 4.

Mental 1: | Coordinacién | Direccién Coordinacion Tasa

Coordi- Practicas: Practicas: cuantitativa. promedio.

nar el | Observar, Seleccionar y | Practicas: Précticas:

valor de | interpretar y | especular, Analizar, com- Ajustar y Nivel 5.

una varia- | organizar las | sobre las | parary postular | calcular, las T“S‘f

ble con | variables y | variables que | para estudiar la | variaciones Instizn'tanea,

cambios condiciones intervienenen | variacién local, | globales en PraCth'aSZ

enlaotra. | de la situacion, la | comparando términos del Pr?dffc" y
experimenta- | relacion entre | intervalos de | comporta- ant1c1par'el
cion. ellas para per- | cambio identi- | miento y el comportamiento

Accion Mental 2: | cibir qué y | ficando cudnto | célculo apro- . genere}l €

Coordinar la direccién de | como varia. cambia la varia- | ximado de la Instantaneo

cambio de una variable con ble de salida si | variacién me?dial?fe la

cambios en la otra variable. la de entrada | constante en conjuncion de

Accién Mental 3: Coordinar la cantidad de | sufre un cam- | la razon de los pz.arémetros

cambio de una variable con los cambios enla | bio. cambio de las y varla.bles que

otra variable. variables. mteryleneﬁl en

Accion Mental 4: La coordinacion de la tasa media de cambio de la situacion.

la funcién con incrementos uniformes de cambio en la variable de

entrada.

Accion Mental 5: Coordinando la tasa instantdnea de cambio de la funcién con

cambios continuos en la variable independiente para todo el dominio de la funcion.

Esta tabla surgié como producto del grupo de estudio entre la
profesora del nicleo académico basico de la maestria, la Dra. Maria
Esther Magali Méndez Guevara, y sus estudiantes de posgrado: la Lic.
J. Alicia Rojas y la Lic. Karen Zaiiiga. Grupo en el que se ha tomado
cierta atencion al desarrollo de estos dos constructos y su implicacion

en actividades que promuevan la innovacién de la practica docente.

Metodologia

Para el desarrollo del proyecto se ha utilizado la metodologia de la
investigacion de disefio (Molina, Castro, Molina y Castro, 2011), la
cual tiene como objetivo analizar el aprendizaje en contexto mediante
el disefio y estudio sistematico de formas particulares de aprendizaje,
estrategias y herramientas de ensefianza, de una forma sensible a la

naturaleza sistémica del aprendizaje, la ensefianza y la evaluacion.

En esta metodologia, en cuanto al papel de los docentes e

investigadores, en este caso los investigadores son agentes externos
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que realizan una inmersién en un contexto de aprendizaje-ensefianza;
la participacion de los docentes es opcional, pudiendo ser nula, y son
los investigadores los que toman la iniciativa en el proceso de

investigacién (Molina, Castro, Molina y Castro, 2011).

Los experimentos de ensefianza, que se enmarcan dentro de esta
metodologia, es el método que se ha utilizado para el desarrollo de
este proyecto. Se caracterizan por ser la ruptura entre docente e
investigador, y consisten en una secuencia de episodios de ensefianza
en los que los participantes son investigador-docente, uno o mas
alumnos y uno o més investigadores-observadores. La duracién y la

atmosfera dependera de lo que esté investigando.

En la ejecucion de los experimentos de ensefianza, se distinguen
tres fases: 1) Preparacién del experimento; 2) Experimentacién para
promover el aprendizaje, aqui se tiene lugar a las intervenciones en el
aula y las sucesivas iteraciones del ciclo de tres pasos: disefio y
formulacién de hipétesis, intervencion en el aula y recogida de datos,
y andlisis de los datos, revisiéon y reformulacién de hipétesis; 3)
Ejecucion del analisis retrospectivo de los datos (Molina, Castro,
Molina y Castro, 2011). A continuacién, se muestran las fases

desarrolladas hasta este momento:

Fase 1. Para esta fase se han disefiado tres actividades
matemdticas (AM) (figura 2), mismos que estdn basados en la
categoria de modelaciéon. Cada una de las AM tiene un objetivo
particular, y es el caracterizar cada una de las funciones polinémicas

a saber.

Fase 2. Para cada una de las AM se ha elaborado un disefio
instruccional donde se describen las trayectorias hipotéticas de
aprendizaje a la par de las practicas de modelacién que promueven

los niveles de razonamiento covariacional.
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Figura 2:

Fase 1. Preparacion del experimento de ensefianza

M Carmcien Anyiriwiniuriotutvintuiainh
AM3. Caracterizar a ka funcié cer

|
| Oro

i
do en don 0stuacion de 1 |2 sesiones de 50min cfu
frucci 12

arala segundo
grado en donde se plantea la stuacién del
movimiento de un auto en un plano
incinaco.

2 sesiones de 50 min c/u

AMI. Caracterizer a la funcién de primer —_—
grado en donde se plantea la situacion del 2 sesiones de 50 min c/u
llenado de recipientes cilindricos. =

Hasta ahora se ha realizado una primera exploracion en el
contexto escolar con estudiantes de nivel medio superior, y es lo que

se reporta.

Participantes y contexto

Esta primera exploracion en el contexto escolar fue con
estudiantes de nivel medio superior, nivel para el cual se ha elaborado
el experimento de ensefianza. Se trabaj6 con un grupo de 36
estudiantes que se les solicité se conformaran en 7 equipos, cuatro de

5 integrantes y uno de 6 integrantes.
Tareas

Uno de los elementos claves de la fase de preparacion, después de
definir el problema y el objetivo de la investigacién, es definir la
secuencia de intervenciones y su temporalidad ademas de delinear la
trayectoria hipotética de aprendizajes (THA) esperados, en este caso
tienen que ver con los niveles del razonamiento covariacional que se

plantearon, esto se explicita a continuacion.

En esta primera exploracién solo se dio la oportunidad de
implementar una de las dos sesiones planteadas para la primera AM,
por lo que tnicamente se describe el disefio instruccional elaborado

para la actividad de esta primera sesién de 50 minutos (ver Tabla 3).
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Tabla 3

Diseio instruccional de la sesion 1 del primer diserio

Diseiio 1. Comunicado el llenado de recipientes

Sesion 1- Tarea 1

Objetivo particular: Qué los estudiantes, a partir de relacionar dos variables (tiempo-altura, tiempo-
volumen, altura-volumen) que cambian simultineamente, y mediante el uso de la tabla de
datos, la gréfica y expresion analitica, caractericen a la funcion polinémica de primer grado.

Practicas de modelacion : Observar, interpretar y organizar

Nivel de RC: Nivel 1. Coordinacién

Pregunta

Objetivo

THA

Preguntas guia

1.En la siguiente
actividad, en equipo
observen el llenado del
recipiente que se asignd y
comunica sin palabras
(escritas o pronunciadas)
y sin mimica, cémo se
llené el recipiente y
respondan las siguientes

Observe e
identifique

las variables
que influyen
en el llenado
del recipiente
y que el flujo
es constante.

Reflexionar que el
llenado es constante y
realicen un
instrumento que les
permita comunicar el
llenado de recipientes
con las condiciones
dadas.

¢;Cémo  comunican el
llenado de acuerdo a las
condiciones dadas?

¢;Por qué al dispensador se le
vierte agua cuando esta
abierto?

¢Por qué es necesario esto?
De acuerdo con esto, ;como
es el llenado?

preguntas.

Tabla 3 a

Diseio instruccional de la sesion 1 del primer diserio: Sesion 1 - Tarea 1

Sesion 1 - Tarea 1

Pregunta Objetivo THA Preguntas guia
Identifique que dentro de
las variables que influyen,
Q) ;Que como, gravedad, el chorro (Qué es lo que
¢ de agua, el recipiente observaron?
elementos U . . . .
influven cilindrico, el dispensador de | Convengan que las variables que | ;Qué forma tiene
en el}ilena agua, la distancia del chorro, | permiten comunicar el llenado | el recipiente que
etc.,, estan las variables son: tiempo, altura y volumen. se esta llenado?
do del re- R ) )
cipiente? tiempo de llenado, altura de ;Como se llend el
P ’ recipiente  cilindrico 'y recipiente?
volumen del recipiente
cilindrico.
Describan el comportamiento del ..
. P Elijan dos de los
s experimento de acuerdo con las
b) ¢Coémo . elementos o
. . . variables. La altura que va .
relacionan De las variables convenidas, 3 variables.
. . tomando el agua en determinado . B
los ele- relacionen  tiempo-altura, ) ;Como describen
. tiempo; el volumen que va
mentos tiempo-volumen o . el llenado de
. tomando el agua en determinado
que influ- | volumen-altura. . acuerdo con los
tiempo; la altura que va tomando
yen? . . elementos
el agua a cierta cantidad de .
elegidos?
volumen.
. (Hay alguna
. Relacione los elementos que .
c) ¢(Como e herramienta
convenga en una repre- | Construyan una grifica, una e
expresa- LS . L. . . matematica que
i sentacion  icénica, una | tabla, una expresién o un dibujo L
rian  esa e . nos permita rela-
., grafica, una tabla o una | endonde comuniquen el llenado. .
relacion? . cionar esos
expresion.
elementos?
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Tabla 3 b

Diseiio instruccional de la sesion 1 del primer diserio: Sesion 1 — Tarea 2

Sesion 1 - Tarea 2

Practicas de modelacion: Seleccionar y especular, sobre las variables que intervienen en la situacién,
la relacion entre ellas para percibir qué y cémo varia.
Nivel de RC: Nivel 2. Direccién

Pregunta Objetivo THA Preguntas guia
;Qué eslo comun en sus
2. Intercambien entre | Concluyan que los interpretaciones?

equipos sus instrumentos de
comunicaciéon del llenado,

interpreten lo que
compaferos

hicieron

compartan en grupo lo que | se relacionan

entienden.

Describan brevemente a lo

que llegaron.

elementos que con-
vienen utilizar son
sus | tiempo, altura

Compartan, ana-
licen e interpreten

y

(Qué nos dice la
relacion tiempo-altura?
(Qué nos dice la

volumen, ue estos . relacion tiempo-
Y 'y d sus instrumentos P
en L volumen?

. de comunicacion. . .
representaciones (Qué nos dice la
iconicas, graficas, relacion altura-
tablas o expresiones. volumen?

Tabla3 ¢

Diseiio instruccional de la sesion 1 del primer disefio: Sesion 1 - Tarea 3

Sesion 1 - Tarea 3

Practicas de modelacion: Analizar, comparar y postular para estudiar la variacion local, comparando
intervalos de cambio identificando cuanto cambia la variable de salida si la de entrada sufre un

cambio

Nivel de RC : Nivel 3. Coordinacién cuantitativa

Pregunta

Objetivo

THA

Preguntas guia

3. En equipo, tomen
datos sobre el llenado
del recipiente asig-
nado, consideren un
par de variables y
respondan las siguien-
tes preguntas.

Elijan un par de
variables y hagan
toma de datos.

Construyan una tabla de
datos de acuerdo con las
variables que conside-
raron.

a) ;Qué variables

consideraron?

Elija un par de
variables:
Tiempo-altura
Tiempo-volumen
Altura-volumen

Tiempo-altura
Tiempo-volumen
Altura-volumen

b) De las variables
elegidas, ;Como vy
cuanto varia el llenado
del recipiente?

Identifique que la
variacién es
constante y que cada
cierto tiempo se llena
lo mismo.

Realice una comparacién
entre los datos que tienen, e
identifiquen  que,  por
ejemplo: cada 5 segundo la
altura aumenta 2.3cm

;qué pasa entre los
segundos 5 y 10?
;Cual es la
diferencia entre las
alturas?
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Tabla3 d

Diseio instruccional de la sesion 1 del primer disefio: Sesion 1 - Tarea 3

Sesion 1 - Tarea 3

Practicas de modelacién: Ajustar y calcular, las variaciones globales en términos del comportamiento y
el calculo aproximado de la variacion constante en la razén de cambio de las variables
Nivel de RC : Nivel 4. Tasa promedio

Pregunta Objetivo THA Preguntas guia

Encuentre la razén de
cambio al dividir el | ;Qué quieren decir
incremento de las alturas | con esa divisién?

entre el tiempo, eso indica | ;Qué encuentran al
la cantidad de agua que | hacer esa operacién?

¢) ¢(Qué altura tendra el
agua en el recipiente | Encuentre la razén

después de 4 segtn- | decambio. - )

cae en el recipiente por | jPor qué encontrar la
dos, 19 segundos y 35

cada segundo. Y el | altura en cada
segundos?

resultado  multiplicarlo | segundo? ;para qué
por los segundos que se | sirve?
quieren saber.

Formulen la

expresion
d) Formulen una f(x) =ax
expresion o método Donde x es el (cm)
gﬁi riertz;i;iédee?raqﬁs tiempo en sggundos (seg) (€9) ¢Por qué por x?

. ] que se quieren = la altura en el tiempo x
en el recipiente en saber.
cualquier tiempo. Ya=% 1arazén
(seg)
de cambio

Recoleccion de datos y su andlisis

Para la recoleccion de los datos se hizo uso de dos técnicas:
videograbaciéon y hojas de control. En esta primera exploracién se
auxili6 de una compafiera de la maestria como camarégrafa, misma
que se encargd de video grabar, por momentos, a los equipos
conformados y los momentos de plenarias. Las hojas de control son
donde iban impresas las actividades a realizar por los estudiantes,
estas se entregaron por equipo al inicio de la sesién y se recogieron al

finalizar.

Para el analisis de los datos se auxilia del disefio instruccional
con el cual se analizan las trayectorias de aprendizaje de los

estudiantes y las practicas de modelacion que surgen al tratar con la
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situacién a la par que de identifican los niveles de razonamiento

covariacional alcanzados.

Resultados

A continuacién, se muestran algunas producciones y resultados sobre
esta primera aplicacién de la sesién 1 de la AM para caracterizar a la
funcién de primer grado, en donde se experimenta una situacion del

llenado de recipiente.
La actividad se realiz6 en el aula donde los estudiantes toman
habitualmente sus clases, la sesién tuvo una duracién de 50 minutos.

Figura 3:

Comunicando el llenado del recipiente

a) {Quéinfluye en el llenado del recipiente? reaf enie P: L',C()mo rcprcscmar(m lo que
escribieron?
E2EL: Por medio de un dibujo

- P: ... ;qué sucede en el dibujo?
Agua, vaso, gravedad, peso del agua y el tiempo, E2E1: Cae aguaen un
el recipiente su base es cilindrica. recipiente

En la figura 3 se muestran algunas producciones del equipo 1, las
cuales dejan ver que para este equipo la representaciéon para la
comunicacién del llenado fue de forma icénica en la que plasmaron la
situacion a través de los objetos utilizados. Aunque la indicacion fue
que se podian guiar de sus respuestas a la pregunta, ellos no lograron
enlazar la situacién con las variables que les pudieran ayudar a
comunicar el llenado con alguna herramienta matemdtica. No
lograron coordinar las variables por lo que no se tiene alcance al nivel
1 de razonamiento puesto que no coordinaron el valor de una variable

con cambios en la otra.
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Figura 4:

Relacionando variables

P: Tenemos tiempo,
altura y volumen, ;Coémo
relacionamos jovenes?

E3E2: El tiempo se
relaciona con el volumen,
en cuanto tiempo se llena
el recipiente, y con la
altura (refiriéndose a la
relacion tiempo-altura)
para sacar unas medidas
de cudnta agua cae.

Esta imagen pertenece a un estudiante del equipo 5, en donde en
momento de plenaria se dio ese didlogo. Se muestra que el estudiante
al referirse que puede sacar medidas de cuanta agua cae, hace
movimientos verticales ascendentes a trozos, esto deja ver que el
estudiante logra relacionar las variables inmersas en la situacién a
partir de la observacién y de la interpretaciéon de los datos, el

estudiante a alcanzado el nivel 1 de razonamiento covariacional.

Conclusiones

Esta primera exploracién permitié reflexionar sobre la practica
docente, por ejemplo, en la realizacién de las actividades la
formulacién de las preguntas guias son fundamentales para reorientar
la discusién del grupo y con ello identificar los usos del conocimiento
matematico que las actividades fomentan, esto permite tomar
decisiones en el momento concreto de realizacién de la exploracion en

el aula. Cabe mencionar que no se complet6 la actividad porque no
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hubo un buen control de los intervalos de tiempos para cada momento
de la actividad. Por lo anterior se redisefiara la primera actividad para
para lograr alcanzar el objetivo y con ello evidenciar el
funcionamiento de los elementos tedricos.

En general, fue una grata experiencia llevar el disefio al escenario
escolar, pues es ahi donde se busca tener impacto para significar el
saber matemético en cuestion, y para mostrar por qué decimos que

estamos innovando.

En principio el innovar, segin la RAE, significa “mudar o alterar
algo, introduciendo novedoso”, entonces nos surgen las siguientes
cuestiones: ;Qué vamos a mudar? ;Qué vamos a alterar? ;Qué
novedad vamos a introducir? A lo que en general podemos responder
es que queremos mudar aquel pensamiento erréneo que se tiene de
las matemadticas, queremos mudar aquella visién tradicional del
calculo de la que se habl6 al comienzo del escrito, queremos alterar
aquellas practicas docente tradicionales en torno al calculo, queremos
alterar la forma de la ensefianza de las funciones polinémicas con
disefios sustentados y complementados con el uso de tecnologia, todo
esto a la par de mostrar evidencia de nuestra hipétesis planteada,
mostrar que las situaciones matematicas basadas en la modelacién

promueven los niveles de razonamiento covariacional.
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En este escrito se reporta los avances de una investigacién en curso,
que pretende caracterizar la funcién exponencial a través de la
modelacion y la covariacion. Dada la naturaleza cualitativa de este
proyecto, se realizé una actividad del experimento de ensefianza
sustentado por la modelacion y covariacién, en donde se postula
que mediante las practicas de modelacion escolar se desarrolla el
razonamiento covariacional. Se reportan los resultados del primer
disefio de situacion realizado a alumnos del nivel medio superior en
la Preparatoria No. 2 de la Universidad Auténoma de Guerrero,
donde se vislumbra que las practicas de modelacion los llevaron al

desarrollo del nivel cuatro del razonamiento covariacional.

Palabras Clave: Modelacion escolar, razonamiento covariacional,

covariacién, progresion aritmética, experimento de ensefianza.

Introduccion

Investigaciones realizadas por Artigue (1995, citado por Salinas y
Alanis, 2009) dejaron evidencia de que las matematicas en general, y
particularmente el célculo, se han ensefiado desde una perspectiva
mecanicista, reduciendo su aprendizaje a practicas algoritmicas y

algebraicas, donde los estudiantes privilegian la obtencién de una

10 Rojas, J. y Méndez, M, (2020). Niveles de razonamiento covariacional al trabajar la
progresién aritmética. En M. Méndez, M. Ferrari & N. Marquina (Eds.) Reflexiones sobre
la prictica docente de matemdticas Vol 1 (pp. 157-179). Facultad de Matematicas, UAGro.
Acapulco, Gro., México.
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respuesta, por encima del proceso que lleva a esta, aspecto que

caracteriza a un aprendizaje sin comprension.

Moreno y Rios (2006) describen estilos de la ensefianza del
calculo enmarcadas en dos concepciones que afianzan estrategias
didécticas distintas para potenciar el desarrollo de las estructuras del
pensamiento del estudiante y dotarlo de las herramientas de analisis
inherentes al proceso de matematizacién escolar. La primera es la
concepcion clasica, donde se ve a la matemética como un saber
estructurado con escasa variabilidad y conciben al docente como un
instructor que dirige su actividad a la exposiciéon de conceptos
ilustrados con ejemplos, seguidos de ejercicios sencillos cuya
dificultad va incrementando en la medida que desarrolla la clase. La
segunda, es la concepcién moderna, donde se ve la matematica como
un saber hacer que incluye conjeturas, pruebas y refutaciones de las ideas
matemadticas incluidas en la problematica que se analiza, de modo que
la ensefianza que surge de ahi ve al maestro como un formador que
invita a descubrir, inventar y probar ideas a través de la arqumentacion y de

la reflexion critica.

Entonces la ensefanza de las ideas de calculo no es ajena a las
concepciones que el profesor podria tener. Una concepcion clésica
implica una accién educativa se limitan a repetir los conceptos
matematicos tal como aparecen en los libros de texto o en la misma
forma en que le fueron ensefiados, reduciendo sus clases a una
algoritmizacién de los conceptos del calculo que los estudiantes
contemplan, memorizan y repiten en los exdmenes, lo que de acuerdo
con Artigue, Douady, Moreno y Gémez (1995), es una ensefianza
marcada por la manipulaciéon de férmulas evidenciada en la
determinacién del limite, derivada o integral de una funcién, en lugar
del andlisis de estos conceptos y su aplicacién en la solucién de los

problemas del entorno académico y social del estudiante.

162

Reflexiones sobre la priactica docente de matematicas Vol 1



il &

Juana Alica Rojas Estrada - Maria Esther Magali Méndez Guevara

En cambio, bajo la concepcién moderna se fomenta un
aprendizaje como construccién de significados para que el estudiante
construya el conocimiento basdndose en su bagaje cultural y en las
orientaciones provenientes del profesor que ya no es visto como un
transmisor de saberes, sino como el otro participante del proceso de
aprendizaje que junto al alumno construye el conocimiento, lo cual
significa que su actividad se dirige a promover la organizacion,
interpretacion, comprension del material informativo (Moreno y Rios,
2006) y generacion de escenario para que sea el mismo estudiante el
que construya el qué y el como de lo que aprende conociendo las

variables y condiciones que el escenario le provee.

Ahora bien, siguiendo la idea de la ensefanza del calculo bajo
una concepcién moderna como lo plantean Moreno y Rios (2006),
Gascon (2001) habla del modelo epistemoldgico cuasi empirico que
concibe de forma distinta el desarrollo de una teoria matematica ya
que acentda periodos en que la teoria es informal, periodos que
preceden a la formalizaciéon. En ellos tiene sentido descubrir
soluciones a problemas interesantes, establecer y probar conjeturas,
contrastar, refutar, buscar contraejemplos; todas estas actividades son
reivindicadas en su papel de generadoras de conocimiento. La influencia
del modelo cuasi empirico en el modelo docente consiste en recuperar
la actividad matematica exploratoria en el proceso de construcciéon de
conocimiento matematico.

Estos estudios realizados por Moreno y Rios (2006), y Gascon
(2001) procuran introducir actividades en el aula de matematicas que
involucren al estudiante en el proceso de construccion de
conocimiento. Por ello, la investigacién va encaminada a esta vision,
donde se busca que el estudiante sea el generador de su propio

conocimiento.
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En la ensehanza del cédlculo existen varios conceptos, esta
investigaciéon se interesa en problematizar el de funcién. Una
secuencia didactica comun en los programas de estudios y libros de
texto es: el profesor hace un ejemplo estandar utilizando una variedad
de representaciones del concepto al explicar a los estudiantes, luego
supone que los estudiantes deben seguir el ejemplo al hacer una tarea
similar, y asi apropiarse de las representaciones emblematicas del
concepto (férmulas, graficos, tablas de ntimero). Esto no permite a los
estudiantes aprender o imaginar cudles son las caracteristicas que
distinguen a las distintas funciones. Investigaciones han demostrado
que este tipo de ensefianza provoca una falta de comprension de la
naturaleza de los objetos matemaéticos y por ende inhibe su uso para
resolver un problema de calculo (Schwarz y Dreyfus, 1995; Slavit 1997;
Dreyfus, 1999, Bloch, 2003).

De acuerdo con Hitt, Gonzélez-Martin (2015) los estudios que se
centran en la adquisicién del concepto de funcién se pueden clasificar
en tres enfoques diferentes: enfoque en las representaciones
institucionales estaticas, un enfoque integrador donde se fomenta a la
modelacién matematica (a través de la nocién de covariacién) y en

representaciones institucionales dindmicas.

Los estudios que giran en torno a la capacidad de interpretar el
significado de una funcién al modelar una situacién dindmica en la
que el estudiante se enfrente a una toma de decisiones sobre las
variables y pardmetros que controlan una determinada situacién, por
ejemplo en el estudio de la velocidad de un mévil que varia con el
tiempo, requiere atencién a cémo una de las variables cambia mientras
se imagina cambios de cantidades sucesivas en la otra variable de la
funcién, esta accion mental se ha denominado razonamiento
covariacional (Thompson, 1994a; Carlson, 1998; Carlson, Oehrtman, &
Engelke, 2010), esto ha sido documentado para representar e
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interpretar la naturaleza cambiante de las cantidades en una amplia
gama de situaciones funcionales y para comprender los conceptos
principales en el calculo (Carlson, Jacobs, Coe, Larsen & Hsu, 2002;
Cottrill, Dubinsky, Nichols, Schwingendorf, Thomas y Vidakovic,
1996; Kaput, 1992; Thompson, 1994 a,b; Zandieh, 2000).

Por ello, a partir de esta problematica nace la necesidad de incidir
en el sistema educativo, se plantea una propuesta de experimento de
enseflanza al modelar una situacién de variacién, en este reporte se
presenta la exploracion de una actividad del experimento de
ensefianza, basado en el estudio de las sucesiones numeéricas en la que
se generen elementos que formulen un eje de argumentacién en el
disefio y sean vinculados por préacticas. Practicas que permitan el
desarrollo del razonamiento covariacional para la construccién de la

caracterizacion de la funcién exponencial.

De lo anterior decimos que la modelacién y la covariacion
forman parte del sustento tedrico de la investigacién, tomando
principalmente la hipétesis que el razonamiento covariacional puede

desarrollarse mediante practicas de modelacion.

El estudio permiti6 identificar las formas particulares de
significar las progresiones aritméticas y geométricas, y cémo éstas
covarian para caracterizar a la funcién exponencial, y se reportan las
construcciones de los estudiantes de primer semestre del nivel medio

superior.

De esta manera es como se pretende generar una innovaciéon en
la préctica docente desde la unién de dos constructos tedricos,
modelacién y covariacion, hasta la manera en como se aborda al
conocimiento matematico, al mostrar evidencias de la hipétesis al

caracterizar a la funcién exponencial en matematica escolar.

165

Reflexiones sobre la practica docente de matematicas Vol 1



Niveles de razonamiento covariacional al trabajar la progresién aritmética ...

dal &

Marco conceptual

Covariaciéon y Razonamiento covariacional

Para Confrey y Smith (1995) la nocién de covariacién implica
desplazarse entre valores sucesivos de una variable y coordinar con
movimientos entre valores sucesivos correspondientes de otra
variable. También expresan que “en un enfoque de covariacién, una
funcién se entiende como la yuxtaposicién de dos secuencias, cada
una de las cuales se genera independientemente a través de un patrén
de valores de datos” (p.67).

Con base a esta aportaciéon y otras mas realizadas sobre la
covariacion (Saldanha & Thompson, 1998; Thompson, 1994b; Confrey
& Smith, 1995; Carlson, 1998) se define el razonamiento covariacional
como las actividades cognitivas implicadas en la coordinacién de dos
cantidades que varian mientras se atiende a las formas en que cada

una de ellas cambia con respecto a la otra (Carlson, Jacobs, Coe, Larsen
y Hsu, 2002).

De esta manera Carlson et al. (2002) propone un marco de
covariacién para el estudio del razonamiento covariacional, dicho
marco es utilizado para analizar, interpretar y representar el
comportamiento de situaciones de funciones dindmicas que
involucran dos cantidades simultdneamente cambiantes. Para llevar a
cabo el analisis se describen cinco acciones mentales del razonamiento
covariacional (Tabla 1), estas acciones proporcionan un medio para
clasificar los comportamientos que se exhiben cuando se participa en
tareas de covariacién;, en el marco de covariacion también se
determina la capacidad de razonamiento covariacional en relacién con
la acciones mentales expuestas, en otras palabras, se puede dar una
clasificacién de niveles de la capacidad de razonamiento covariacional

dado el desarrollo de las acciones mentales asociadas a esos niveles.
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En nuestro experimento de ensefianza se estudia el razonamiento
covariacional mediante el desarrollo de las acciones mentales desde la
postura de Carlson et al. (2002) caracterizada por niveles (Tabla 1).
Postulamos que el contexto de la modelacién promover4 el desarrollo
de estos niveles.

Con estas caracterizaciones acerca de la covariacion y el
razonamiento covariacional postulamos que existen practicas
fundamentales en el proceso de modelacién que propician el
desarrollo de los niveles de razonamiento covariacional. De tal
manera que estudiamos cOmo estds practicas de modelacion
promueve dicho desarrollo. Como ya se ha mencionado nos
apoyamos en la concepcién socioepistemolégica de modelacion,
principalmente en una categoria de esta; la cual se describe a

continuacion.

Tabla 1:

Niveles de razonamiento covariacional

Accion Mental 1 (MA1): .
s Nivel 1
Coordinacién del valor de una @©)
variable con cambios en la Coordinacién | Nivel 2
otra.
(L2). Nivel 3
Direccié
Accion Mental 2 (MA2): Coordinacién de la recaon | (L3). Lo Nivel 4
R . . Coordinacion
direccién de cambio de una variable con titati (L4).
cambios en la otra variable. cuantiaiion Razén de )
cambio Nivel 5
. S . promedio (L5).
Accion Mental 3 (MA3): Coordinacién de la cantidad de Razén de
cambio de una variable con los cambios en la otra variable. cambio
Instantdinea
Accion Mental 4 (MA4): Coordinacién de la razon de cambio promedio de
la funcién con incrementos uniformes de cambio en la variable de entrada.
Accion Mental 5 (MA5): Coordinacién de la razon de cambio instantanea de la funcion
con cambios continuos en la variable independiente para todo el dominio de la funci6n.
Nota: Version libre tomado de Ferrari, Martinez y Méndez, (2016).
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Modelacion

En esta investigaciéon se adopta a la modelacion desde la postura
Socioepistemolégica que pretende generar un marco apropiado a la
matematica educativa, basado en la esencia de la modelacién como
construccién continua de conocimiento. Se acoge una categoria de
conocimiento matematico alternativa para la modelacién escolar
(Méndez, 2013), propuesta que pretende redisehar el discurso
matematico escolar (AME), para incluir a los actores en la construccién
social de su conocimiento matematico, y aminorar la tensién entre la
matematica escolar y la matematica funcional, en tanto sea ttil a quien

la construye y posibilite su desarrollo en otros escenarios (Méndez y
Cordero, 2014).

De esta manera la categoria de modelacién escolar ha explicitado
elementos (Figura 1) que deberian ponerse en juego para desarrollar
una matematica orgédnica al estudiante y que se hacen tacitos en
disefios de situacién, dichos elementos son parte de practicas

asociadas al proceso de modelacion.

Tales elementos formulan un eje de argumentacion en el disefio
y son vinculados por practicas como interpretar, organizar, especular,
calcular, ajustar, postular, adaptar y consensuar, entre otros. El nticleo
o corazén de esta categoria provoca que emerja el uso de tablas de
datos, uso de gréficas y de expresiones analiticas como herramientas
que permiten estudiar y explicar la variacién local o global, a través
de conjeturar sobre la tendencia o mediante caracterizar el
comportamiento de intervalos de variacién, (Tocto y Méndez, 2015;
Méndez y Cordero, 2014). En nuestro caso, se pretende desarrollar el

razonamiento covariacional mediante las practicas de modelacién.
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Figura 1:

Elementos de la categoria de modelacion escolar

Anilisis de los
datos de
experimentacion o
experiencia
evocada

Modelacién y covariacién

Este estudio propone fusionar los elementos teéricos de modelacion y
covariaciéon. Mediante la hipétesis: las préacticas de modelacion
propician el desarrollo del razonamiento covariacional. Desde el
grupo de investigacién propone la tabla 2, como aquella que nos
permitira dar evidencia de este comportamiento, al estudiar
situaciones de variacion que involucran dos cantidades
simultdneamente cambiantes a partir de las practicas de modelacién

puestas en juego. Cabe destacar que este es un primer acercamiento.
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Tabla 2.

Pricticas de modelacion para desarrollar niveles de razonamiento covariacional

2‘;‘2:’; Articulacién de los niveles de razonamiento covariacional y practicas de modelacién
Nivel 1 Nivel 2
(L1). (L2). Nivel 3 (L3).
Accion Coordinacion Direccion Coordinacion
Mental 1 | Observar, Seleccionar cuantitativa.
(MA1): interpretar, y Analizar,
Coordinacion | organizar especular, comparar 'y Nivel 4 (L4).
del valor de | lasvariables | sobre las | postularpara | Razén de cambio Nivel 5 (L5).
una variable | y variables estudiar la promedio. Razén de cambio
con cambios | condiciones | que variacion Ajustar y Instantinea.
en la otra. iniciales intervienen | local, calcular, las | Predecir y
puestas en | en la | comparando variaciones anticipar el
juego situacién, intervalos de | globales en | comportamiento
Acciéon Mental 2 (MA2): | la relacién | cambio términos del general e
Coordinacion de la direccion | entre ellas | identificando | comportamiento | instantaneo
de cambio de una variable | para cuanto y el calculo | mediante la
con cambios en la otra | percibir cambia la | aproximado de conjuncién  de
variable. quéycomo | variable de | lavariacionenla | jog parédmetros y
varia. salidasilade | razén decambio | variables que
Accién Mental 3 (MA3): Coordinacién de la | entrada sufre | de las variables. intervienen en la
cantidad de cambio de una variable con los | un cambio. situacion.
cambios en la otra variable.
Accion Mental 4 (MA4): Coordinacién de la razén de cambio
promedio de la funcién con incrementos uniformes de cambio
en la variable de entrada.
Accion Mental 5 (MA5): Coordinacién de la razén de cambio instantanea de la
funcién con cambios continuos en la variable independiente para todo el dominio
de la funcion.

Metodologia

Para la elaboraciéon de la actividad matematica se implementa la
metodologia de investigacion basada en disefio, paradigma
metodoldgico que actualmente es muy ttil en el campo de la didactica
de las ciencias. Es de naturaleza principalmente cualitativa y “su
objetivo es analizar el aprendizaje en contexto mediante el disefio y
estudio sistematico de formas particulares de aprendizaje, estrategias
y herramientas de ensefianza de una forma sensible a la naturaleza
sistematica del aprendizaje, la ensefianza y la evaluacién” (Molina,
Castro, Molina y Castro, 2011, p. 76).

Particularmente, para esta investigaciéon se realiz6 un

experimento de ensefianza, este instrumento metodolégico consiste en
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una secuencia de episodios de ensefianza en los que los participantes
son normalmente un investigador-docente, uno o més alumnos y uno
o mas investigadores-observadores, la duraciéon del experimento
puede ser variable, (ej. horas, uno o varios afos) y la «atmdsfera» a
observar pueden ser pequefias habitaciones-laboratorio para
entrevistas, clases completas o incluso ambientes de aprendizajes mas
amplios. (Molina et al., 2011).

Tabla 3.

Estructura de las acciones a realizar en cada una de las fases del experimento de ensefianza.

Experimento de ensefianza

Fases Acciones

Definir el problema y los objetivos de

investigacion.

Identificar los objetivos instruccionales.

Evaluar el conocimiento inicial de los alumnos.
Preparacion del Disefiar de forma justificada la secuencia de

experimento intervenciones en el aula y su temporalizacion.

Delinear una trayectoria hipotética de aprendizaje

que describa el resultado esperado del proceso de

aprendizaje y el modo en que se va a promover y

alcanzar dicho aprendizaje.

Identificar los objetivos instruccionales de la

intervencion.

Recoger datos de todo lo que ocurre en el aula,
Experimentacion incluyendo las decisiones tomadas durante la

intervencion

Elaborar hipétesis/conjeturas sobre los resultados

a obtener en la intervenci6n.

Recopilar y organizar toda la informacién
recogida.
Analizar el conjunto de los datos.

Analisis retrospectivo de
los datos

Por lo que se elaboré un experimento que consta de cuatro
disefnos instruccionales, es decir, actividades matematicas en donde
particip6 el grupo de investigacién formado por dos profesoras en
formacién y una profesora-investigadora, quienes han formulado una

articulacién entre la modelacién-covariacién y se ha discutido los
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experimentos de ensefianza, asi como cada uno de los disefios

instruccionales de dos investigaciones en proceso.

Este escrito reporta la realizacién de la exploracién de una
actividad matemaética que es parte del experimento de ensefianza
desarrollado por una investigadora en formacién docente, 32
estudiantes de preparatoria y un camarégrafo. Esta exploracion se
realiz6 mediante las fases del experimento de ensefianza (Tabla 3):
preparacion del experimento, experimentacién para promover el
aprendizaje y ejecucion del anélisis retrospectivo de los datos.

Figura 2.

Esquema del disefio del experimento de ensefianza

+INUTO

Actividad 1
*Objetivo

Actividad 2 Actividad 3 Actividad 4

particular:
Caracterizar el
comportamiento
variacional de
una progresion
aritmética.

*Objetivo
particular:
Caracterizar el
comportamiento
variacional de
una progresion
geométrica.

*Objetivo
particular:
Caracterizar el
comportamiento
variacional de la
funcién

exponencial.

*Objetivo
particular:

Caracterizar el
comportamiento
gréfico de la

funcion

exponencial.

Es preciso mencionar que en este reporte sélo se hace analisis de

la actividad 1, del experimento de ensefianza, que en concreto permite
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introducir a los estudiantes en el anélisis covariacional desde la
modelacién de la relacién de la variaciéon del namero de palillos
utilizados con el nimero de hexagonos formados de una sucesién de

figuras.
Participantes

El grupo en el que se trabajé esta prueba piloto consta de 32
estudiantes que cursan la unidad de aprendizaje ‘Matemaéticas I:
Algebra’ que es parte de la etapa de formacioén basica del primer
semestre del nivel medio superior en la Preparatoria No. 2 de la
Universidad Auténoma de Guerrero; donde 19 de los estudiantes son

mujeres y 13 son hombres, y sus edades oscilan entre los 14 y 15 afios.

Preparacion del experimento

El experimento de ensefianza consta del disefio de cuatro
actividades matematicas de aprendizaje, el primero tiene como
objetivo que el estudiante analice las variaciones de las sucesiones
para caracterizar el comportamiento de la progresion aritmética, asi
mismo, calculen el término general de la progresion. El segundo, que
el estudiante analice las variaciones de las sucesiones para caracterizar
el comportamiento de la progresiéon geomeétrica, asi mismo, calculen
el término general de la progresién. El tercero, que mediante la
observacion del crecimiento de células procariotas el estudiante
analice el comportamiento exponencial para caracterizar la funcién
exponencial; y el cuarto, analice e identifique elementos influyentes en

el comportamiento grafico de la funcién exponencial.

Dado que tnicamente se implementé y analizé la primera
actividad sélo se describira el disefio instruccional de esa primera
actividad. Ademads, se proyecta los niveles de razonamiento

covariacional que estan reflejados en los comportamientos
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mencionados en la tabla 3a. Sin embargo, dado que no se trabaja
estrictamente con funciones de dominio real, en las dos primeras
actividades, y el grupo con los que se exploré la actividad era de
primer semestre de educacién media superior no se esperaba que
alcanzarédn los niveles cuatro y cinco, pero si se lograra identificar el
tipo de variacién con la que se trabaja en las actividades.

Tabla 3a

Comportamientos de las acciones mentales

Actividad 1
Accin Descripcion de la accion mental Comportamiento
mental
Accion Coordinacién del valor de una | Se identifica que dependiendo del nimero de
Mental 1 variable con cambios en la otra. hexagonos formados se conocera el nimero de
(MA1) palillos utilizados.
Se describe que el comportamiento del cambio
Accion Coordinacién de la direccion de | va en incremento, considerando el cambio en la
mental 2 cambio de wuna variable con | entrada, es decir, que entre mas hexdgonos se
(MA2) cambios en la otra variable. formen mayor sera el numero de palillos
utilizados.
Se reconoce dos patrones de cambio con
. . . . comportamiento constante, ambas
Accion Coordinacion de la cantidad de P . L. .
N . progresiones aritméticas, es decir, por un lado,
mental 3 cambio de una variable con los . , .
. . para el ntimero de hexdgonos con incremento
(MA3) cambios en la otra variable. . .
de 1, y por el otro, el nimero de palillos
utilizados con incremento de 5.
. Coordinacion de la razén de . . . . .
Accion . . . Se identifica que la cantidad de palillos esta
cambio promedio de la funcién . .
mental 4 R . relacionada con un incremento constante de
(MA4) con_incrementos uniformes de palillos por nimero de hexdgonos
cambio en la variable de entrada. i
Coordinacion de la razén de .,
.. L. . ! Se logra formular la expresion
Accion cambio instantdnea de la funciéon . .
. . a, = 6+5(n —1) para determinar el nidmero
mental con cambios continuos en la B . . .
. . . de palillos utilizados dependiendo del niimero
(MA5) variable independiente para todo .
- . de hexagonos.
el dominio de la funcién.

Uno de los elementos claves de la fase de preparacion del disefio,
después de definir el problema y el objetivo de la investigacién, es
definir la secuencia de intervenciones y su temporalidad ademés de
delinear la trayectoria hipotética de aprendizajes esperados, en este
caso tienen que ver con los niveles del razonamiento covariacional que

se plantearon en el proyecto, esto se explicita a continuacién.
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Disefio instruccional: Primer episodio

El primer episodio const6 de un andlisis de las variaciones de la

ol &

progresion aritmética dada, finalizando con la expresion del término

general. Antes de iniciar con la actividad se les entregé una hoja de

trabajo que contenia las preguntas expuestas en la tabla 4.

Tabla4:

Diseio instruccional del episodio 1.

Episodio 1
Obietivo general Que los estudiantes analicen las variaciones de las sucesiones para conocer la
J & progresion aritmética, asi mismo, calcular el término general de la progresién.
Precunta Objetivo Resultados Preguntas guia Practicas de
& Que el estudiante... esperados g g modelacion
Realice el registro
de datos y
observe como Observar,
1.- Analicen la Registre los datos varia el nimero interpretar y
siguiente sucesion proporcionados a de palillos organizar las
y completen la través de la utilizados con variables
tabla. sucesion en la tabla. respecto al Ppuestas en
namero de juego.
hexagonos
formados.
2. Realicen lo que
se indica y
contesten las
., Observar,
preguntas. Forme la sucesion .
. . interpretar y
a) Formen cinco Observe que se de cinco .
) . . . organizar las
hexagonos necesitan 26 palillos hexagonos variables
siguiendo la para formar cinco siguiendo la estas en
sucesion de las hexagonos. forma antes P rtego
figuras anteriores, expuesta. Juego
;cuantos palillos
utilizaron para
formarlos?
Analice como varia . .
. ¢ Coémo esta
el namero de . .
i cambiando el Seleccionar y
hexégonos respecto . .
. Determine que se ntamero de especular,
. al namero de ; .
b) Describan . o agregan cinco hexagonos? sobre las
. palillos utilizados, . . ) . .
c6mo es la forma o s palillos mas a ¢ Cémo esta variables que
N es decir, identificar . . . .
en que varia el cada hexagono cambiando el intervienen
b las constantes, i B
namero de formado, ademas numero de en la
. . donde ambas son N . )
palillos utilizados - de tener en cuenta palillos situacién, la
aditivas: uno para . s s .
para formar los . el ntimero inicial utilizados? relacién entre
N el namero de N PR
hexégonos. ) de palillos. ¢(Qué significa ellas para
hexagonos o .
. que vayamos percibir qué
formados y cinco . . B
. sumando cinco y como varia.
para el nimero de s
. e repetitivamente?
palillos utilizados.

175

Reflexiones sobre la practica docente de matematicas Vol 1



Niveles de razonamiento covariacional al trabajar la progresion aritmética ...

@ s

Objetivo
Precunta Que Jetty ol Resultados Presuntas euia Practicas de
8 estudiante esperados 81 8u modelacion
Expresa ¢Cémo saber que | Analizar,
Xpres que 1 .
Q) ¢Cuéntos | para conocer el ) el c/amblo de un | comparar y
alillos se | nimero d Realice hexdgonoa otroes | postular  para
Eecesitarian ara uI'Ile ¢ operaciones cinco, te puede | estudiar la
formar una ﬁpura P?I{ 03 aritméticas ayudar a conocer | variacién
de 32 hexégorglos? E)ir‘rf:r g; I;Sm como la | cuantos palillos | puntual,
‘Cudntos de 78 | 124 h “ oy multiplicacié | utilizarias ~ para | comparando el
¢ exagonos £ > .
hexdgonos? ;Y | ests dado por n o suma ormar 3] 'camb'lo'
124 hexdgonos? 6 +5(31),6 + repetida para | hexagonos? identificado en
d4) 'C(’%mo ' o | 5077) 6+’ completar el | ;Qué nos dice el | la variable de
deterr;inaron'? 5(123') respecti cuadro. numero de palillos | salida cuando la
' vamente P utilizados en la | de entrada sufre
) primera figura? un cambio.
Expresa que | (Qué relacion
Determine el | para n | existe entre el
término general | hexdgonos ndamero de
de la | formados se | hexdgonos y la | Predecir y
progresion utilizaran cantidad de | anticipar el
o) . Cémo aritmética 6+5(n—1) palillos utilizados? comportamiento
determinariéan expresada palillos, a | Analizando el | general e
cugntos palillos se | OMO n = 6+ | través del | namero de | instantaneo
necesitarl:i)a ara 5(n—1), le | andlisis del | hexdgonos con el | mediante la
formar una fipura permitird numero de | numero conjuncién  de
con 1 hexé 05’057 conocer el | hexagonos multiplicado por | los parametrosy
& : nimero de con el | la constante cinco, variables que
palillos namero Jqué similitud | intervienenenla
utilizados para | multiplicado | podemos notar? | situacion.
formar n | por la | ;Como ayudaria
hexagonos. constante con la expresion
cinco. general?

Recoleccion de datos

Para recopilar esta informacion se solicité el apoyo a una compariera
de la maestria ya que se hizo uso de una sola camara, ella se encargé
de grabar la clase completa y algunas conversaciones que tenian los
equipos. Para la puesta de los siguientes disefios, se contara con tres
camaras; con una de las cdmaras un compafiero se encargard de
videograbar las sesiones en general, es decir, que en la videograbacion
se tiene que hacer visible la organizacion, argumentos interesantes de
los equipos conformados y las plenarias. Las otras dos camaras son

para videograbar dos equipos, que serdn seleccionados con ciertos
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criterios, aqui los compafieros a cargo solo videograbardn las

producciones del equipo asignado.

Otra técnica con la que se pretende recopilar la informacién es
por los audios, para esto se solicitard apoyo de un integrante por
equipo, el cual, con el grabador de voz de su teléfono celular estara
audio grabando las producciones del equipo. Al final de cada sesién
se guardard la informacién obtenida en una memoria para su uso
posterior. Ademas de las hojas de trabajo que se entregaran al inicio

de la sesi6én a cada equipo.

Resultados

Se realiz6 una primera exploracién de la actividad 1 para caracterizar
la progresion aritmética. Esta exploraciéon se llevé a cabo en el aula
donde los estudiantes toman habitualmente sus clases, la sesién tuvo
una duraciéon de 50 minutos. Los estudiantes se agruparon en siete

equipos de cuatro integrantes cada uno.

Para el analisis de los datos se ha sintetizado la produccién de los
siete equipos, por lo que se mostraran algunos ejemplos de tres niveles
de razonamiento covariacional expuestos en la tabla 3, asi mismo las
préacticas que sustentan los argumentos de los estudiantes.

Tabla 5

Coordinacion del niimero de hexdgonos con el niimero de palillos.

Nivel 1, MA1

P: ;Cuantos palillos utilizaron?

E1: En la primera 6

P: ;En la segunda?

E1:12

P: ;Seguras?

E1: Si, tienen 6 lados. Ah... no, 11. Porque este (sefialando el lado del
hexagono) cuenta por uno, que los une.

P: ;cuéntas en la tercera?

E1: (comienza a contar en voz alta) 16. Porque este cuenta con uno y este

cuenta con uno (volviendo a sefialar el lado que uno un hexdgono con otro).
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En este extracto (Tabla 5) se muestra el comportamiento de la
MAL1, al identificar que el nimero de palillos utilizados cambiara
dependiendo del niimero de hexdgonos que se les pide y desde ahi se
vislumbra una forma de promover la covariacién motivado por las
précticas de modelacion, al observar e interpretar el cambio de las
variables, esto se evidencia cuando en los tres primeros casos que
estan observando perciben que para conocer el namero total de
palillos suman los lados del hexagono y luego restan el lado donde se
unen los hexdgonos.

Tabla 6

Coordinacion del comportamiento en el cambio.

Nivel 2, MA1y MA2

P: En 32, ;qué haces?

E4: Multiplico por el niimero de hexagonos y resto uno a cada cantidad que tenga, en este caso restamos por 31

P:aver...

E5: o sea... un palillo, le restamos un palillo a cada uno porque primero se van uniendo, (mientras ella explica
su compariera hace sefias con sus dedos haciendo alusion los lados de los hexagonos que estan
unidos).

E4: Eso equivale por uno, y como aca me pide la cantidad de 32 lo multiplicamos por 6 menos 31, porque
al inicio me sale, bueno... no... menos 32 seria ;no? Restar. Como nosotras hicimos. Si unimos 32
hexagonos profa (intentaba explicar su idea, pero luego sinti6 que se confundio y paré de explicar)

E5: (interrumpe) Lo que hicimos fue restarle todos los palillos, todos estos palillos (sefialando los lados
de los hexdgonos donde estan unidos)

E4: Si esta bien
E5: Menos a uno porque... no, estd mal
E4: No, mira... en dos hexagonos es uno nada mads, en tres hexdgonos son dos nada mas, se resta uno,

en cuatro serfa tres y en 32 seria 31.

En la conversacion de la tabla 6, comienzan a describir el
comportamiento de la MA2 al coordinar el cambio de una variable
respecto a la otra con frases como “Multiplico por el ntimero de
hexagonos y resto uno a cada cantidad que tenga, en este caso
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restamos por 31” seguida por “Lo que hicimos fue restarle todos los
palillos”, es decir, identifican que para conocer el nimero total de
palillos utilizados se multiplica el namero de hexdgonos formados
por el numero de lados de un hexagono menos los lados donde se
unen los hexdgonos. Por lo que se puede percibir las précticas de
seleccionar y especular sobre la relacion que existe entre las variables
para percibir qué y como cambia.

Tabla 7

Coordinacion de los incrementos entre las variables.

Nivel 3, MA1, MA2 y MA3

E6: (36)(5)

P: ;Por qué (36)(5)?

E7: Porque mire... (la interrumpen)

E6: ...el primero es 6 y después se le va sumando 5

E7: o sea... el primer hexdgono es seis, y ya de ahi tenemos que formar el hexdgono y ya nada mds se colocan
cinco y es todo, por eso de cinco en cinco.

\
Jx

En la tabla 7, de acuerdo con el comportamiento de la MA3
podemos observar que el E7 reconoce el patrén de cambio constante
cuando dice que el ntimero de palillos va incrementando de 5 en 5, al
analizar cémo se van formando los hexagonos porque cuando dice “ya

de ahi tenemos que formar el hexdgono.

En esta conversacion E2 expresa el comportamiento de la MA4
cuando menciona que para obtener el nimero de palillos utilizados
cuando se forma 32 hexagonos hace una multiplicacién del nimero de
hexagonos por seis, pero percibe que cada vez que aumenta el niimero
de hexdgonos tiene que ir restdndole uno. Se puede notar que E2
percibe el cambio que tiene la progresion aritmética. Al analizar y
comparar estos cambios puntuales, E2 puede postular el cambio que
sufre la variable de salida cuando la de entrada sufre un cambio.
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Tabla 8:

Coordinacion de la cantidad de cambio entre las variables.

Nivel 4, MA1, MA2, MA3 y MA4

E2: Ok, ademés de esto qué podemos decir de como se comporta esto (sefialando la primera tabla
de la actividad) ;cuédnto cambia?
E3: Por uno...

E4: (Interrumpe) por uno, por dos y por tres cada vez que avanza... Aqui por vez que avanza cambia
por uno, por dos y por tres, se lleva a restar menos uno, los hexagonos... no... dénde estén juntas
asf que se restaria menos uno, luego menos dos.

E3: (continua) menos tres, menos cuatro, menos cinco y asi.

P:Y aca... jcuantos palillos necesitan para formar 32 hexagonos?

E4: Aqui fue la multiplicacion que hizo

P: Hicieron una multiplicacion... entonces me dicen que si multiplico (32)(6) me va a dar el nimero de
palillos, pero aqui pusieron 161

E2: Porque aqui no comienza en menos uno (sefialando el valor del nimero de palillos del hexdgono
1), acé si (sefialando el valor del nimero de palillos del hexagono 2), menos uno, menos dos, menos

tres y asi sucesivamente. Por eso hice lo de 32 menos uno para que diera menos.

Conclusiones

En la investigacion se buscé desarrollar el razonamiento covariacional
a partir de practicas de modelacion, para esto se disefi6 una situaciéon
basada en la modelacién escolar que provocaria dicho desarrollo. Las
expectativas del disefio en su mayoria se alcanzaron, en la puesta de
este primer episodio del experimento de ensefianza se rescata que los
estudiantes lograron percibir que la cantidad total de palillos
dependia del ntiimero de hexagonos que se formaban, es decir, que
llegaron a coordinar el cambio de una variable respecto a la otra al
determinar que para conocer el total de palillos utilizados se
multiplica el ntimero de hexdgonos formados por el nimero de lados
de un hexadgono menos los lados donde se unen los hexagonos, esto
correspondia al nimero de hexagonos formados menos uno. Pese a
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que describen cémo era el cambio de estas variables se les dificulta
pasar del lenguaje comudn al algebraico, puesto que al final de la
actividad cuando se les pedia representar una expresion que les
permitiera conocer el namero total de palillos utilizados a partir del
ntimero de hexdgonos formados, no lograron llegar a representar

dicha expresion.

El uso de las practicas de modelacién jugé un papel fundamental
ya que generaron argumentos para describir el comportamiento de la
situaciéon, promoviendo la covariacion y el desarrollo del
razonamiento covariacional, lo cual lo podemos vislumbrar por los

niveles alcanzados en esta actividad.
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C1.~ Enfoque frecuencial de la probabilidad en el

contexto de la preparatoria abierta

Martha Yadhira Rolddn Lopez - José Marcos Lopez Mojica '

El trabajo se realiz6 en el servicio que ofrece la Subsecretaria de Educacion

Media Superior (SEMS) denominado Preparatoria Abierta. Observamos que

la referencia a la probabilidad es poca, tanto en el médulo correspondiente a

los temas de probabilidad y de estadistica, como en su propésito.

Esto nos permite externar inquietudes sobre el tratamiento de la

probabilidad en el nivel
educativo en cuestién. Ante la
insistencia de relacionar los
conceptos de estadistica con
fenémenos que llaman
naturales y procesos sociales,
al parecer descuidan la parte
de la aleatoriedad y de la
intervencién del azar. Por lo
tanto, plantear una pregunta
sobre ;cual es la introducciéon
del enfoque frecuencial de la
probabilidad en el contexto
de la preparatoria abierta?,
;cudl es la comprensién de la
probabilidad frecuencial de
alumnos de ese nivel
educativo? Lo anterior con el
objetivo de proponer una
estrategia de ensefianza para
el  desarrollo de la

probabilidad frecuencial.
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Palabras clave: Enfoque frecuencial, probabilidad, aleatoriedad y azar.
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C2.~ De la intuicion a la justificacion en la

probabilidad: carrera con dados

Javier Garcia Pineda — Gema Rubi Moreno Alejandri - José Marcos Lopez Majica '

EUAGm

Javier Garcia Pineda

Objetivo: partiendo de intuiciones y con la experimentacion, registrar y analizar los resultados para

carrera con dados

De la intuicidn a la justificacion en la probabilidad:

¥

favorecer conjeturasy arribar ala justificacion

Material:

«Tablero

o2 Dados ordinarios
(rojoy azul)

o13 fichas (6 colores 3
de cada color y 1
negra)

*Hoja de registro

«Boligrafo.

1 2
L]
10
2 1
3 2
43

Opciones de registro
para el espacio
muestra

Instrucciones:
Q e un numero del
tablero que creas que

ganard,

O Lanza los dados

O Realiza laadicidn (dado
Tojo negativo, dado azul
positivo) ejemplos ()

Co=1

O Gana e primero que
Tlegaa la meta.

Q0

ole[s[e|e[e

Referencias :
Contrerss M. (2004)crso mtemsitcas a vavés
Geucando 015108720191l arendiiebaaco

‘enla rescbucion de problemss en dez pass.
Recuparado de:

de ensefansa- prendizne de matemiticas en el
vl medio superioe Mesico, ML

La propuesta de innovacién
en la intervencién docente
para la ensefianza de las
matematicas  tiene  como
objetivo: fomentar en el
alumno habilidades
argumentativas  para  su
proceso de aprendizaje, que
permita hacer uso de
conceptos matemadticos y
generar un criterio amplio de
lo que abarca la probabilidad.
Se presenta como una
alternativa del juego
denominada la carrera con
dados, donde se cambi6 la
estructura  tradicional de
numeraciéon de 13 nameros,

usando el mismo tablero, pero ahora

con ndmeros positivos y negativos. En la parte superior el primer casillero
corresponde al niimero 6 al centro del tablero el nimero 0 (separa los numero
negativos y positivos) abajo del 0 se inicia con el -1 hasta el -6. Se utilizaran
dos dados de colores diferentes (rojo y azul); el rojo representa los niameros

negativos y el azul los ntimeros positivos que serdn utilizados en este juego.

Palabras clave: probabilidad frecuencial, juego.
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C3.~ Analisis de la practica docente mediante un

Carteles

redisefio de probabilidad

Antonia Itzel Blanco Hurtado - Maria Esther Magali Méndez Guevara

Un rol del profesor es analizar cémo llevar a cabo el proceso de

enseflanza-aprendizaje, asi como analizar aspectos a mejorar en la

préctica docente. Otra tarea
importante para el docente
es indagar, proponer,
disefar 0 redisefiar
actividades con las que el
estudiante construya su
propio conocimiento. Este
cartel reporta una
experiencia de andlisis de
la préctica docente, donde
se redisefié una situacién
de probabilidad. Se llevé a
cabo con estudiantes de
entre 12 a 13 afios con la
finalidad de

reflexionar,

analizar,
mejorar la
planeacion y la practica

docente misma.

!’@ Anélisis de la practica docente mediante un

redisefio de probabilidad

Bata

Rediseiio de la actividad

L sewncién S ek
Lin omnon Bovan 4 0 g e .55

o juego sands fchs ¢2
algama () casi, b que
el decdan.

2 (e s 651 e bt o

Investigaciones relativas acerca de probabilidad

& L ngub ceniln bvcues wa ok M.f:mu- nfecr

Fuc\

15 b de s ckr e cxpenmcus

. Biehler, Maxara, Engel. y

Resultados obtenidos

el  absolat, scgie coevengs,

Autor: Antoria el 3
‘Asesora: Dra. Maria Esther Magali Ménde: Guevara

u
salido i veces) o cusl d epormunitad

Palabras clave: Probabilidad, Practica docente, Redisefio.
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C4.~ Analisis sobre el rol de la planeacién en la

practica docente

Jonathan Garcia Villar ~ Maria Esther Magali Méndez Guevara

En este trabajo se analiz6 la préactica docente, reconociendo los elementos

indispensables en la planeacion, las fases de la gestion de la clase y se

reflexion¢ sobre el rol de la
planeacién en la préactica
docente. Se comparte
algunos resultados de la
experiencia obtenida
durante el desarrollo y
reflexion de una clase. La
experiencia fue parte de
un curso de licenciatura en
Metodologia de la
enseflanza de las

matematicas.

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE GUERRERO f“h\

FACULTAD DE MATEMATICAS

Andlisis sobre el rol de la planeacién en la prictica docente

OBJETIVO:

planeacin,
planeaciin en ka préctica dacenve.

LAPLANEACION

(Chun, 18y Ui, 6. (1015} Aegl oo s el mipcin: v pregsts k. Vol 27. W 2. 36

Palabras clave: Planeacion, practica docente, reflexion.
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C5.~ Analisis de una clase

Juan Uriel Arroyo Ortiz - Maria Esther Magali Méndez Guevara

La experiencia que se reporta se detoné con la pregunta ;Qué es la

metodologia de la ensefianza de las matemaéticas? la cual, en principio, se

puede responder como un conjunto de métodos, elementos didacticos y

teéricos que se emplean para desarrollar cierto saber matematico. Asi se dio

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE GUERRERO j.w*\
FACULTAD DE MATEMATICAS N
«ANALISIS DE UNA CLASEn
de tendencla central.

estudiantes,  por

f desarrolar iero saber mitemdtco.
¢Qué es |a estadistica?

situaciones sujetas a variabilidad ¢ incerteza,

lW“mm?

Estrella, 2012, pég. 55).
«Medidas de tendencia central» Gestion en la clase
1 {Qué son y cuales son fas medidas de tendencla ¥/ Crear discusién y participacién entre los
central? estudiantes.
Objetivo: Se espera que los alumnos comprendan el /  Dejar en claro el tema.
significado de las medidas de tendencia central. Aplicar el saber en un andlis's grifico.
2. Como se calculan las medidas. -

FEEEE T

Calificacién 8 7 6 9 10 8 5 9 8

Objetivo: Se espera que los alumnos comprenden las
formas de calcular cada una de s medidas de tendencia
centra, mediante este eiemolo.

“Llevar conocimiento matemético con el fin de que los

sentirse capaces de aprenderlo todo”.
Reflexiones sobre la experiencia

v
del tiempo planeado.

se esperaban,

meforar: El disefio-1a gestidn de fa clase- ambientes de
aprendi

zaje.
v/ Experiencia para adaptarlas planeacicn a as situaciones
‘emergentes.

Objetivo: Se 1os alumnos al haber analzady Referencias
iy S0 Som e e D Pin, 6. y Estell, S, (2012) Educacién’ estadisti:
elaciones con la matemitica. Revista de nvestgacion
‘Educacional Latinoamericana, 49(1), 53-64

y resuelvan as preguntas que se piden .

:
;
E
;
|
&
g
]

Alumno: Juan Uriel Arroyo Ortiz

Matemitico, Bolema, Rio Claro (SP), v. 32, n. 60, p. 57 -

inicio al trabajo de Ia

planeacion de clase, y el
estudio de lecturas que
invitaron a reflexionar
sobre la préctica
docente. Se pretendio,
por un lado, contribuir a
desarrollar un

pensamiento
mateméatico en  los
estudiantes; y, por otro,
fomentar la reflexién
sobre la préctica
docente. La experiencia
fue parte de un curso de
licenciatura en
Metodologia de la
ensefianza de las

matematicas

Palabras clave: Planeacion, disefio de clase, practica docente.
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C6.~ Las emociones y su papel en la permanencia y

desercion de los estudiantes de 1a Licenciatura en

Matematicas

Irvin Ricardo Lucas Melchor - Nancy Marquina Molina

En este proyecto de investigacién nos proponemos indagar el papel que

juegan las emociones en la permanencia y desercion de los estudiantes de la

Licenciatura en Matematicas. La investigacion se pretende enmarcar en el

método mixto. Para ello, nos
proponemos, en una primera
fase, elaborar un instrumento
que nos permita identificar las
emociones que desencadenan
las experiencias que viven los
estudiantes en su formacién
académica, apoyandonos en la
teoria  cognitiva de las
emociones. Una vez
identificadas las emociones,
tanto positivas como negativas
junto con las experiencias que
las desencadenan
pretendemos, en una segunda
fase, identificar la relacién que
guardan las emociones
negativas y positivas tanto para
los casos de desercién como de

permanencia, para ello nos

auxiliaremos de métodos

estadisticos.

Emociones

—l
Emociones  Emociones
negativas  postivas

Provlemétia VIARCOTEOR C0 CONCEPTUAL
T2 raven s il b, b ol e
‘i e om o emocies ue v s

000 enadirs), ue propercion w2 itz 62
i mocnl e ooty 2 1
amoceess s dsvmniz:, wlioras
12502 cogpiti e s emeciores (O, Clae,
yCalis,

METODOLOGIA

¢ Tl 03101 102400 20 R o 4
33 2 403 e v e

1 R S 015 YD Y 034 S
e o

i
-
|

H‘

B T r——
ot

I‘

0 02 ot . o S
a2 i o i ey % e B b

Palabras claves: emociones, creencias, dominio afectivo.
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C7.~ Modelacién del movimiento circular uniforme:

el uso de graficas para la funcioén seno

Miguel Angel Mendoza Merino - Maria Esther Magali Méndez Guevara

Universidad Autonoma de Guerrero
Facultad de Matematicas Acapulco

Modelacion del movimiento circular uniforme

Propucsia

$a introduce la fundién ieno de manera
experimantal, a partir de la caracterizacién del
movimients circular uniforme de la rueda de lo
fortuna, cuya reprasentacién gréfica ofrece un
aspecto senoidal del tipo

y=A-sen(B-t)

¥ noi permitird significor los parémetros de la
funcién.

‘pardmetros de la gréfica el comportamiento global de
I funcién.

o]

« Empleo del programa de anélisis de video Tracher. et

T T

Se pretende dar un marco para significar a la funcién Morales, M. (5. F.). Guio Didéctice Interoctiva
seno, mediante el andlitis cualitative de las diertida. Univenidad Nocional de Chimberazo.
condiciones de la simulacién de o rueda de la fortuna
¥ su andlisis mediante ¢l ajuste de graficas usando el
tracher.

o Tos estadi

Cantoral, R. y Mantiel, G. (2001). Funciones: Virohociény

Brown, D. (008). Combining Dymamic Mode! Yimutations with
Anclyst Aptos, CA.

pr Simchas, N. (2015).
fenémenos de la realidad. combie fundomentodo en ko Teoria de o Acthnded

Departaments de Educacién Avanzada, Medallin.

mateméticas del nodo Acapulco, los cuales cuentan
con estudios 16lidos sobre funciones.

metodologia de disefio.

Se presenta un
avance de investigacion,
cuyo objetivo es
construir un marco de
significados  para la
funcién seno mediante el

estudio de la gréfica y su

relacion con las
condiciones de la
modelacién del
movimiento circular

uniforme. Se disenara
una situacion de
modelacion para
desarrollarla en el

bachillerato tecnolégico.

La investigacion
toma elementos tedricos
de la Socioepistemologia
y se usa a la Ingenieria

DidActica como

Palabras clave: Modelacién, variacion y cambio, uso de graficas, ambiente

tecnolégico.
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C8.~ Vaciado de un tinaco

Elisa Camacho Reyes - Maria Esther Magali Méndez Guevara

En el presente trabajo representamos el proyecto de trabajo que se realizé
durante el diplomado Introduccion a la Practica Docente de Matematicas, con
el eje pensamiento y lenguaje variacional. El tema desarrollado fue: razén de
cambio  mediante  dos

magnitudes. Se disefié una ﬁ s @
actividad que estuviera e N/

relacionada con el contexto

de los estudiantes a los que riebes e e it
varicional. e ek

plct »shmoon dl il semer-

se invitarfa a participar. el i
Posteriormente, realizamos
un primer andlisis de la
experiencia de ensefianza
que nos retroaliment6 para
proponer  mejoras  al
proyecto y una posterior

aplicacion.

(Qué mejorariamos en el disefio
de la actividad?

Aol e s0es, o f e do e

Palabras claves: razon de cambio, variacién, magnitud.

192

as -

Reflexiones sobre la prdctica docente de matematicas Vol 1



Carteles

C9.~ Elaboracion y aplicacion de un proyecto de
ensefianza acerca de las “Leyes de exponentes” en el
nivel Bachillerato

Ada Cecilia Blanco Ruiz - Nancy Marquina Molina

En este cartel se da a conocer la

experiencia de la elaboraciéon y
aplicacién de un proyecto de ensefianza
sobre el tema “leyes de exponentes”,
implementado a un grupo de 25
estudiantes de primer afio de
bachillerato. Dicho proyecto se llevé a
cabo durante el diplomado de
“Introduccién a la innovacién de la
practica docente de matematicas” en
cuatro fases las cuales fueron: disefio de
actividad y planeacién, experiencia en el
aula, reflexioén sobre la practica docente

y presentacion del proyecto. El objetivo

de este proyecto de ensefianza fue lograr

que los alumnos tuvieran mayor

comprension justificando algunas leyes.
En este proyecto solo se trabajaron algunas de las leyes de los exponentes,
quedando como reto el disefiar actividades que permitan a los estudiantes
construir el resto de las leyes de los exponentes de tal forma que no sélo las

memoricen, sino que las construyan, y al hacerlo encuentren su justificacion.

Palabras clave: Proyecto de ensefianza, leyes de exponentes
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C10.~ Potenciacion, para la resolucion de
operaciones basicas en Matematicas I en el Nivel

Medio Superior a través de trabajo colaborativo

Reyna Rodriguez Cortés -~ Oscar Horacio Gonzilez Serna

En la presente investigacién se
tiene como  referencia la

Aplicacin de_atividades priciss para o | ¢

U aprendizaje de' fracciones y la potenciacion, i
g 2 el e b e ensefianza de Matematicas I en el
través de trabajo colaborativo. J

nivel medio superior. La

Alumos: Ry

Potenclacion

‘ problemaética identificada en

nuestra  experiencia  como

docentes gir6 alrededor de Ia

falta de actividades practicas

para el aprendizaje de fracciones

y la potenciaciéon en los ntimeros

reales.

Consideramos que, para

propiciar la resoluciéon de

operaciones  aritméticas  se

requiere seleccionar
adecuadamente los ejercicios que
sean mds significativos para los
alumnos y sobre todo que se promueva el trabajo colaborativo para una mayor

integracién de los conocimientos individuales.

En este proceso es primordial la revisién de distintas referencias sobre
la didéctica para los docentes y utilizar todos los recursos disponibles a través
del uso de las tecnologias para una mayor difusion de los contenidos de las

actividades de aprendizaje.

Palabras clave: Actividades, ensehanza, fracciones, potenciacién y

colaborativo.
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C11.~ Propuesta de ensenianza “Teorema de

Pitagoras”

José Antfonio Ramirez Arroyo -~ Gema Rubi Moreno Alejandro

En este trabajo se disefi6 una clase bajo el enfoque de la demostracion

matematica en contexto escolar, buscando propiciar el desarrollo de la

argumentacion inductiva a la deductiva.

Nos propusimos analizar el proceso de ensefianza-aprendizaje en el

estudio de las matematicas,
en particular sobre la
asignatura de Matematicas
III, que corresponde al area
de Geometria. En especial,
nos ocuparemos de la
enseflanza y comprension
del Teorema de Pitagoras
utilizando, como

herramienta, a GeoGebra.

Emerge de esta
propuesta,  acercar  al
alumno al razonamiento
del porqué de propiedades
geomeétricas, buscando no
mecanizar el aprendizaje,
sino motivar a la
argumentaciéon matematica
e inducirlo, en principio, de

forma heuristica

A D
& A PROPUESTA DE ENSENANZA
| == UAGr\ TEOREMA DE PITAGORAS 4 . \‘r

LA PROPUESTA

Ojetive.

Se'apice Gne prepussts de ensefiensa pers of tratamiento del teorema de Piigorss e hivel medio superior, de

acumrdo 2l programa o oo por
@ tcion

E1 momento de Ia intulcion
La estructura didactico-metodologica

Palabras clave: Teorema de Pitdgoras, argumentacion.
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C12.-~ Espacios, formas y medidas mediante puzzles

topoldgicos

Anayeli Garcia Gelacio - Berenice Falacios Olivares.

puzles requiere apreciar  as
topolégicos (huecos, posiciones, enl:

"; Y , Etc.) y geométricos (formas y distan

Hemos mostrado interés en cuanto que

lo matemético de los puzles logado a sus

g
posicionan a los alumnos frente a
originales situaciones problematicas en
el espacio tridimensional mediante las
cuales pueden desarrollar un conjunto de
aprendizajes.

Los puzles estan relacionados a la
topologia gracias a los nudos, la cual se
hace mencién en la teoria de nudos; que
es una rama de la topologia que se
encarga de estudiar el objeto
matematico que abstrae la nocién
cotidiana de nudo.

La resolucién, el anilisis y el estudio

La intencién de este juego de
puzzles topolégicos consiste
en que los estudiantes
conozcan la concepcién de
espacio y nudo. La actividad
consiste en sacar la cuerda del
pedazo de madera y/o liberar
uno o hasta mas aros, pero
también “es necesario llegar a
la solucién sin deshacer los
nudos que puedan estar a la
vista, ni romper ninguno de
los elementos que forman el
juego” (Hans, Mufoz vy
Fernandez-Aliseda, 2004, 68).

Los puzzles topolégicos

“consta de un trozo de madera

donde se han realizado tres

agujeros por los que se anuda una cuerda que se cruza formando dos lazos.

El agujero importante es el central, pues los orificios de los extremos sélo

sirven para sujetar la cuerda y que no quede libre. En cada lazo aparece una

bola, cuya dimensién no le permite pasar por ninguno de los agujeros de la

madera” (Hans et al., 2004, 68).

La actividad se llevé a cabo en la Expomatematica, la cual se realizé en

el Parque Papagayo viendo una buena respuesta del publico.

Palabras clave: Espacio, topologia, rompecabezas topolégicos, divulgacion.
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C13.~ El uso de videojuegos como recurso para
mejorar la resolucion de problemas en alumnos de

tercer grado de Secundaria

Juan Felipe Zamora Herndndez

Colegio Simon Bolivar Campus FPalma Sola

Para un alumno aterrizar unaidea

abstracta en el ambito de las ELUSODE LOSVIDEOJUEGOS COMORECURSOPARA HEJORAR LARESOLUGION
) ] Sebrk Pellae AL RBLEYE
matematicas se convierte en un

SUPER .5 _
inconveniente que afecta en el @ SMASHBRe®S, 2 &

momento de enfrentarse a un

problema. Tener el conocimiento,

pero no poder aplicarlo es una de

las razones por las cuales, en su

mayoria, los alumnos “detestan” -

la materia de matematicas. ~
. . Estrategia 1
Considerar la actualidad de los n
A snt ]
alumnos y el mundo tecnolégico ‘

que los rodea debera ser Estrate

obligacion de un docente. i — | Latens
Cuando existe un dominio total
del tema se puede transmitir de
manera eficaz cualquier tipo de
mensaje de modo que no deberia de
ser complicado encontrar una relacién matematicas-videojuegos para poder
alcanzar aquel clic tan deseado por los maestros. Lograr despertar el interés
por un tema, mas adn por la materia debe de ser la motivacién que todo
maestro desee alcanzar y es ahi donde surge cuestionarnos sobre ;se podra

enseflar matematicas por medio de los videojuegos?

Palabras clave: matemadticas, videojuegos, ludico, didactica, problemas.
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C14.- Tablero matematico

Rebeca Vilchis Orbe - Diana Karina Corona Gomez.

Presentamos en este cartel, nuestra experiencia sobre un juego que

llamamos “Tablero Matematico” cuya idea surge a partir de una invitacion

que se le hizo al grupo de divulgacién de la Facultad para participar en una

escuela primaria. El objetivo principal de la actividad es hacer que los

participantes jueguen mientras aprenden, mejorando asi sus habilidades

Uni T— de
Facultad de Matemiticas

Consiste en un tablero dividido en secciones con nimeros que son |a respuesta a diversas operaciones|
que se plantean durante la actividad, cada participante debe correr a la respuesta correcta y quien no|
alcance 0 dé una respuesta equivocada serd eliminado

Primer disefo

*Mejorar habilidades
matemiticas sobre
operaciones aritméticas

Preescolar Medio superior
+Un tablero con nimeros.y figuras geométricas. | sUn tablero con nimeros que son 1a respuesta de
~Matematicas implicitas: identificacién de figuras | ecuaciones primer  grado,  adicidn,
geométricas y los numeros. multiplicaci

*Matematica resolucion de problemas
algebraicos y geoms

matematicas.

El juego comienza con
una ronda de maéaximo 9
participantes, a las cuales se
les va a pedir que realicen
una cierta operacién, todos
deberan correr y colocarse en
la respuesta que consideran

correcta.

Debido a que se
siguieron haciendo invita-
ciones a diferentes escuelas,
se tuvieron que realizar
adaptaciones al juego, en este
caso a nivel preescolar y
medio superior, experiencias
que compartimos en este

evento.

Palabras clave: Operaciones aritméticas, divulgacion.
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C15.~ Argumentos intuitivos de la probabilidad: una

experiencia de clase

José Luis Escobar [gnacio -~ Nancy Marquina Molina - José Marcos Lopez Mojicaf

Se expone una experiencia
e bonscAD e de clase donde se pueden
identificar primeros
avances en el andlisis de
argumentos intuitivos
sobre la probabilidad. De
manera particular  se
trabaj6 en el eje
probabilidad vy estadistica,
sobre el tema de nociones
de probabilidad.

Los objetivos son:

e Desarrollar habilidades
en los alumnos para la
comprensién de qué es el
azar.

e Desarrollar habilidades

para la comprensién de

las caracteristicas del

azar.

o Desarrollar habilidades para la comprension del tipo de situaciones
donde interviene el azar.

Algunos de los resultados obtenidos sugieren una evolucién en el tipo de
argumentos, empleados por los nifios para explicar las caracteristicas de la

situacion azarosa.

Palabras clave: Argumento, probabilidad, estadistica, azar
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